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1. Kepler-Problem in zwei Dimensionen

Die potentielle Energie eines Teilchens in zwei Dimensionen mit Masse 𝑚 sei ge-
geben durch

𝑉 (𝑥, 𝑦) = −𝐺
𝑚𝑀√︀
𝑥2 + 𝑦2

.

a) Zeigen Sie, dass die Form der Trajektorie durch die Parameterdarstellung

𝑟(𝜙) =
𝐿2

𝐺𝑀𝑚2

(︁ 1

1 + 𝑒 cos𝜙

)︁
beschrieben werden kann, wobei 𝐿 den Drehimpuls bezeichnet und die Ex-
zentrizität 𝑒 ein beliebiger positiver Parameter ist.
Lösung: Um aus den beiden Gleichungen (siehe 2.Tutorium Beispiel 4)

𝑟 − 𝑟𝜙̇2 +
𝐺𝑀

𝑟2
= 0 und

𝑑

𝑑𝑡

[︁
𝑚𝑟2𝜙̇

]︁
= 0

die parametrisierte Form 𝑟(𝜙) des Kepler-Orbits ausrechnen zu können, muss
man zuerst alle Zeitableitungen in Ableitungen von 𝑟 nach 𝜙 umschreiben.
Verwendet man

𝜙̇ =
𝐿

𝑚𝑟2
und 𝜙 = − 2𝐿

𝑚𝑟3
𝑟̇ = − 2𝐿

𝑚𝑟3
𝑑𝑟

𝑑𝜙
𝜙̇ = − 2𝐿2

𝑚2𝑟5
𝑑𝑟

𝑑𝜙
,

so kann man mit

𝑟 =
𝑑

𝑑𝑡

[︁ 𝑑𝑟
𝑑𝜙

𝜙̇
]︁
=

𝑑𝑟

𝑑𝜙
𝜙+

𝑑2𝑟

𝑑𝜙2
𝜙̇2 = − 2𝐿2

𝑚2𝑟5

(︁ 𝑑𝑟

𝑑𝜙

)︁2

+
𝐿2

𝑚2𝑟4
𝑑2𝑟

𝑑𝜙2

die radiale Gleichung umschreiben in

− 2𝐿2

𝑚2𝑟5

(︁ 𝑑𝑟

𝑑𝜙

)︁2

+
𝐿2

𝑚2𝑟4
𝑑2𝑟

𝑑𝜙2
− 𝐿2

𝑚2𝑟3
+

𝐺𝑀

𝑟2
= 0.

Weiter vereinfacht ergibt sich
2

𝑟3

(︁ 𝑑𝑟

𝑑𝜙

)︁2

− 1

𝑟2
𝑑2𝑟

𝑑𝜙2
+

1

𝑟
=

𝐺𝑀𝑚2

𝐿2
.

Verwendet man die Identität
𝑑2

𝑑𝜙2

[︁1
𝑟

]︁
=

𝑑

𝑑𝜙

[︁
− 1

𝑟2
𝑑𝑟

𝑑𝜙

]︁
=

2

𝑟3

(︁ 𝑑𝑟

𝑑𝜙

)︁2

− 1

𝑟2

(︁ 𝑑2𝑟

𝑑𝜙2

)︁
so ergibt sich weiters

𝑑2

𝑑𝜙2

[︁1
𝑟

]︁
+

1

𝑟
=

𝐺𝑀𝑚2

𝐿2
.

Setzt man die Parameterdarstellung
1

𝑟
=

𝐺𝑀𝑚2

𝐿2

(︁
1 + 𝑒 cos𝜙

)︁
ein, so erkennt man, dass es sich dabei um eine Lösung der Differentialglei-
chung handelt.
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