1. Tutorium Analytische Mechanik VU, 02.12.2019

1. Eindimensionale Bewegung des harmonischen Oszillators

Auf ein Teilchen mit Masse m und Positionskoordinate = € (—o0, 0o) wirkt die Kraft

F(x) = —kx,
wobei k eine positive Konstante ist.

a) Skizzieren Sie die Kraft F'(x) und l6sen Sie die Newtonsche Bewegungsgleichung
unter der Anfangsbedingung x(0) = 0 und #(0) = wy.

b) Zeigen Sie explizit, dass in Threr Losung die Gesamtenergie E erhalten bleibt.

c) Wie grof ist die Schwingungsperiode und wo liegen die Umkehrpunkte + zy(vg)
als Funktion der Anfangsgeschwindigkeit vg?

2. Eindimensionale Bewegung im nichtlinearen Kraftfeld

Auf ein Teilchen mit Masse m und Positionskoordinate » € (—3, 5-) wirkt die Kraft

Flz) = _ k sin(az) 7
a cos3(ax)
wobei k und a positive Konstanten sind.

a) Skizzieren Sie F'(x) und schreiben Sie die Newtonsche Bewegungsgleichung an.

b) Zeigen Sie, dass die zugehorige potentielle Energie gegeben ist durch

V(z) = % tan®(ax) + C,
wobei C eine beliebige Konstante ist. Wéhlen sie C' = 0.

c¢) Zur Zeit t = 0 befinde sich das Teilchen bei 2(0) = 0 mit Anfangsgeschwindig-
keit vg. Verwenden Sie die Energieerhaltung um die Geschwindigkeit v(vg, )
als Funktion von Anfangsgeschwindigkeit vy und Position x zu bestimmen. Wo
liegen die Umkehrpunkte + xy(vg)?

d) Zeigen Sie, dass fiir die ,inverse* Beziehung ¢(z) die folgende Relation gilt

t(z) = /Oz U(Uol’ x/)dm’

und berechnen Sie damit die Trajektorie z(¢) mit 2(0) = 0 und &(0) = v.
Hinweis:

L 1 1
dr’ = arcsin (V1 + bsin(az)) fir >0
/0 /1 — btan?(ax’) av1+b ( ( ))

e) Wie grof ist die Schwingungsperiode? Erklaren Sie das Verhalten in den beiden
Grenzfillen sehr grofser und sehr kleiner Anfangsgeschwindigkeit vy.



3. Teilchen auf Parabel

Ein Teilchen in zwei Dimensionen mit Masse m gleite
reibungsfrei auf der Parabel
@ 2

Durch eine Zwangsbedingung kann das Teilchen die
Parabel nicht verlassen. Zusétzlich wirke auf das Teil-
chen die Gravitationskraft Fg = —mge,.

a) Wie laut die Zwangsbedingung an die kartesischen Koordianten (x, y) des Teil-
chens? Handelt es sich dabei um eine holonome Zwangsbedingung? Ist die
Zwangsbedingung skleronom oder rheonom?

b) Wie viele Freiheitsgrade hat das System? Zeigen Sie, dass eine geeignete gene-
ralisierte Koordinate gegeben ist durch ¢; = 7 € R mit

z(n) =1
y(n) = gn2

c) Schreiben Sie die Newton’sche Bewegungsgleichung mit Zwangskraft F® an
und projizieren Sie diese auf den Einheitsvektor e,. Bestimmen Sie daraus die
Bewegungsgleichung der generalisierten Koordinate 7j = f(n, n).

4. Doppelpendel in der Ebene

Betrachten Sie ein Pendel mit Léange [ und Masse m l/
an das ein zweites Pendel mit Lange [ und Masse m /

angeschlossen ist (Doppelpendel). Alle Verbindungen o’
konnen frei rotieren und das gesamte System befinde \

sich in einem homogenen Gravitationsfeld.

a) Wie lauten die Zwangsbedingungen an die kartesischen Koordinaten (1, ;)
und (22, y2) der beiden Teilchen. Handelt es sich dabei um holonome Zwangs-
bedingungen? Sind die Zwangsbedingungen skleronom oder rheonom?

b) Wie viele Freiheitsgrade hat das System? Konstruieren Sie geeignete generali-
sierte Koordinaten ¢; und geben Sie die kartesischen Koordinaten (z1, y;) und
(x2,y2) als Funktionen der generalisierten Koordinaten an.
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