Losungen zum 1. Tutorium Analytische Mechanik VU,

02.12.2019

1. Eindimensionale Bewegung des harmonischen Oszillators

Auf ein Teilchen mit Masse m und Positionskoordinate = € (—o0, 00) wirkt die Kraft

F(z) = —kx,

wobei k eine positive Konstante ist.

a)

Skizzieren Sie die Kraft F'(z) und l6sen Sie die Newtonsche Bewegungsgleichung
unter der Anfangsbedingung z(0) = 0 und #(0) = wy.

Losung:

Die Newtonsche Bewegungsgleichung
mi = —kx
lisst sich mit dem Exponentialansatz z(t) = Ce?® 1sen. Man erhilt Ao =

j:i\/gx = tiwz. Mit 2(0) = 0 und #(0) = vy erhdlt man

x(t) = % sin(wt).

Zeigen Sie explizit, dass in Threr Losung die Gesamtenergie E erhalten bleibt.
Losung:

Die Gesamtenergie £ = T + V ist die Summe aus kinetischer Energie

Vi) = —/F(:v)d:v -+
Die Konstante C' kann man frei wahlen. Wir wahlen C' = 0. Man erhéilt

E = % (vo cos(wt)>2 + g(@ sin(cut))2 = —

w



c) Wie grof ist die Schwingungsperiode und wo liegen die Umkehrpunkte + zy(vg)
als Funktion der Anfangsgeschwindigkeit vg.

Losung:

Die Schwingungsperiode ist

2. Eindimensionale Bewegung im nichtlinearen Kraftfeld
Auf ein Teilchen mit Masse m und Positionskoordinate x € (—4;, 5-) wirkt die Kraft
Flz) = _ k sin(az) 7
a cos3(ax)
wobei k£ und a positive Konstanten sind.
a) Skizzieren Sie F'(x) und schreiben Sie die Newtonsche Bewegungsgleichung an.
Losung:

Die Kraft divergiert bei z = +7-. Die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet

ma(t) = _SCS;:?)((C;?>.

b) Zeigen Sie, dass das zugehorige Potential gegeben ist durch

V(z) = % tan®(ax) + C,
wobei C eine beliebige Konstante ist. Wahlen Sie C' = 0.
Losung:

Fiir das Potential erhdlt man durch Integration

V(z) = —/F(:p)dm _k / Mdm = itamQ(ow) +C

a ) cos3(ar) 2a?
oder umgekehrt

F(z) = —— = ——— tan®*(az) = —S%ﬁfx)).



c)

Zur Zeit t = 0 befinde sich das Teilchen bei 2(0) = 0 mit Anfangsgeschwindig-
keit vg. Verwenden Sie die Energieerhaltung um die Geschwindigkeit v(vg, )
als Funktion von Anfangsgeschwindigkeit vy und Position x zu bestimmen. Wo
liegen die Umkehrpunkte + zy(vg)?

Losung:

Die Gesamtenergie ist £ = ™ + -k tan?(ax). Man erhilt

k
E=—"l=—+ FtaDQ(ax) — v = j:\/vg — mtar@((m).
Die Umkehrpunkte liegen bei

k 1
v(vg, 7y) =0 — v§ = wtanQ(axU) — 2y = j:g arctan (

2,2
ma v0>
k

Zeigen Sie, dass fiir die ,inverse” Beziehung t(x) die folgende Relation gilt

0= [ s

und berechnen Sie damit die Trajektorie z(¢) mit 2(0) = 0 und £(0) = v.
Hinweis:

1 1
dx' = arcsin (V1 + bsin(az)) fiir b >0
/0 /1 — btan?(ax’) av1+0b ( ( )>

Losung:

Es gilt

1 /

t(z) 1 T
d:—d dz’ t = d
9”_>/ / wE ™ ) / o(EB.a) "

wobei verwendet wurde, dass zur Anfangszeit 2(0) = xy = 0 gilt. Einsetzten
liefert das Integral

/ dr’!
\/ v — 25 tan?(ax’)

ma2

= m arcsin <\/ 1+ bsin(az))

mit b = et und umgekehrt

x(t) = L arcsin ( L i <v0at\/1——|—b)> .



e) Wie grof ist die Schwingungsperiode? Erklaren Sie das Verhalten in den beiden
Grenzfille sehr grofser und sehr kleiner Anfangsgeschwindigkeit vg.

Losung:
Die Schwingungsperiode ist
B 2 B 2
an\/1+b \/(U%CLZ—{—&)

Im Grenzfall kleiner Anfangsgeschwindigkeiten vy = 0 erhélt man das Resultat
des harmonischen Ostzillators

S )
\ (via? + %)

Im Grenzfall hoher Anfangsgeschwindigkeiten vy — oo erhélt man das Resultat

7
2.2 k Vo A Vo
VA=

welches einem Teilchen entspricht, das mit konstanter Geschwindigkeit vy zwi-
schen zwei harten Wénden im Abstand L hin und her reflektiert wird.



3. Teilchen auf Parabel

Ein Teilchen in zwei Dimensionen mit Masse m gleite
reibungsfrei auf der Parabel

Durch eine Zwangsbedingung kann das Teilchen die
Parabel nicht verlassen. Zusatzlich wirke auf das Teil-

_ @ 5
y=5T.

chen die Gravitationskraft Fg = —mge,.

a)

Wie laut die Zwangsbedingung an die kartesischen Koordianten (z, y) des Teil-
chens? Handelt es sich dabei um eine holonome Zwangsbedingung? Ist die
Zwangsbedingung skleronom oder rheonom?

Losung:

Es gilt die skleronome holonome Zwangsbedingung

a
fz,y) = 52° =y =0.

Zeigen Sie, dass eine geeignete generalisierte Koordinate gegeben ist durch
¢ = 1 mit

x(n) =1
y(n) = 50"

Losung:

Die generalisierte Koordinate beriicksichtigt die Zwangsbedingung, denn es gilt
fiir alle Werte n € R

a o a

f () y(n) = 50" = 5772 =0

und weiters kann jeder Punkt auf der Parabel durch die generalisierte Koordi-
nate 7 erreicht werden.

Schreiben Sie die Newton’sche Bewegungsgleichung mit Zwangskraft F® an
und projizieren Sie diese auf den Einheitsvektor e,. Bestimmen Sie daraus die
Bewegungsgleichung der generalisierten Koordinate 7j = h(n, 7).

Losung:

Die Newton’sche Bewegungsgleichung mit Zwangskraft F® in kartesischen Ko-
ordinaten lautet
mr = —mge, + F?.

Der Einheitsvektor ist gegeben durch

e_l@r_ 1 (1)
T Non o T+ a2 \an



Projektion der Bewegungsgleichung auf e, ergibt
mr - e, = —mge, - e, + FR. e, = —mgey - e,.

Aus . . )
i+ a4 i

r-e, —
K 1+ a’n?

—mgarn
—mge, - e, = —————

i+ a*n*ij+ a*nip®  —gan

ga + a*n?

g 1+a?n?

und

folgt

Aufgeltst nach 7



4. Doppelpendel in der Ebene %X\

Betrachten Sie ein Pendel mit Lange [ und Masse m l
an das ein zweites Pendel mit Lange [ und Masse m ‘m
angeschlossen ist (Doppelpendel). Alle Verbindungen
konnen frei rotieren und das gesamte System befinde l
sich in einem homogenen Gravitationsfeld. Me

a)

Wie lauten die Zwangsbedingungen an die kartesischen Koordinaten (z1,y;)
und (22, y2) der beiden Teilchen. Handelt es sich dabei um holonome Zwangs-
bedingungen? Sind die Zwangsbedingungen skleronom oder rheonom?

Losung:

Die Zwangsbedingungen lauten
ity — =0 und (3 —2) 4 (- ) =0,

Beide Zwangsbedingungen sind skleronom und holonom.

Wie viele Freiheitsgrade hat das System? Konstruieren Sie geeignete generali-
sierte Koordinaten ¢; und geben Sie die kartesischen Koordinaten (z1,y;) und
(22, y2) als Funktionen IThrer generalisierten Koordinaten an.

Losung:

Das System hat 2 Freiheitsgrade. Geeignete generalisierte Koordinaten sind die

Winkel ¢; und ¢ mit
<x1> B ( [sin(¢y) )
yi)  \—lcos(¢)

(1) = (ni) i) ).

und



