Losungen zum 3. Tutorium Analytische Mechanik VU,
16.12.2019

1. Zyklische Koordinaten und Erhaltungsgrofien

Die potentielle Energie eines Teilchens in drei Dimensionen mit Masse m sei gege-
ben durch
1 2 2 2
V(z,y,2z) = §<kxx + kyy® + k.2 )

a) Berechnen Sie die Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten (7, 6, ¢)
x(r,0, ) = rsin(0) cos(yp)
y(r,0,p) = rsin(0) sin(p)
z(r, 0, ) = rcos(h).
Losung:
Es gilt fiir die Position r = re,. Ableiten ergibt

d .
r=re,+ raer = re, + rfeg + rsin(f)pe,

und daraus folgt (unter Ausniitzung der Orthogonalitét) fiir die kinetische
Energie

P e )

Die Lagrangefunktion ist L =T — V mit der potentiellen Energie
1
V(z,y,z) = 5 (]CITQ sin®(0) cos® () + k,r* sin?() sin®(¢) + k.r? 0082(6’)>.

b) Berechnen Sie die generalisierten Impulse p,., pg und p,.

Losung:
Es gilt
oL )
Dr = R mr
Do = g—g = mr*f
Dy = g—i = mr?sin?(0)¢



c) Identifizieren Sie im Fall
ko £ Ky # k.

und im Fall
by = ky 7é kza

welche der Kugelkoordinaten (7,0, ¢) zyklisch sind und bestimmen Sie die
zugehorigen Erhaltungsgrofen.

Losung:

Im Fall k, # k, # k. ist keine der Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) zyklisch.
Im Fall k, =k, # k. lautet die Lagrangefunktion

. 1
L= % (7’”2 +r20? 4+ r? sin2(0)g'02> + 5 (k:xrz sin®(0) + k,r? 0052(0)>,

mit einer zyklischen Koordinate ¢. Die Erhaltungsgrofse ist

oL

Py = P = mr?sin®(0)p.

2. Legendre Transformation

Die Lagrangefunktion eines Teilchen mit Koordinate ¢ € R in einer Dimensionen
sei gegeben durch den allgemeinen Ausdruck

L =a(qt)§* +b(qg, t)g+c(q,t)  mit  a(q,t) > 0.
a) Verwenden Sie die Relation

-2 pad)
p_aq_pq7qv

und l6sen Sie diese nach ¢ = ¢(q, p,t) auf.

Losung:
Es gilt
oL
=—=2 t)g+ b(q,t).

P= % a(q,t)g + b(q,t)

Die Beziehung lasst sich eindeutig nach ¢ auflésen mit
_p—b(g,t)
2a(q,1)



b)

Verwenden Sie die Legendetransformation um die Lagrangefunktion L(g, ¢, t)
in die Hamiltonfunktion H(q,p,t) zu transformieren.

Losung: Es gilt

H=pqs—L
= 2a(q7 t)q2 + b(Q7 t)(] - a(Qa t)q2 - b(Q7 t)q - C(Qv t)
- a’(Qa t)q2 - C(QJ t)

Ersetzen von ¢(q, p,t) liefert

(p—blg,t))?

- C(q’ t)

Konnen Sie die Legendetransformation auch ausfiihren, wenn die Lagrange-
funktion von ¢* abhingen wiirde?

Losung:

Nein, weil mit L = ¢* + a(q,t)¢* + b(q,t)G + c(q,t) an der Stelle ¢ = 0 gilt
dass

0*L )
und sich daher die Beziehung
oL
P=gg = 3¢° +2a(g,t)q + b t)

nicht mehr eindeutig nach ¢ auflosen lasst. Wiirde man den Definitionsbereich
von ¢ so einschrianken, dass

0?L

0q¢?
im gesamten Definitionsbereich gilt, dann konnte man auch die Legendetrans-
formation ausfiihren.



3. Geschwindigkeitsabhingige Kraft

Die Lagrangefunktion eines Teilchen in zwei Dimensionen sei gegeben durch

a)

m,.o .o, @B, .
L= 5(902 + ) + —5 (2 — yi).

Berechnen Sie die generalisierten Impulse p, und p,. Worin unterscheiden sich
diese vom mechanischen Impuls ma und my?

Losung:

Die generalisierten Impulse p, und p, sind gegeben durch

oL . OB
Pe =gy M T Y
oL . QB
D=y~ e

und unterscheiden sich vom mechanischen Impuls durch einen zusatzlichen
Term der vom Feld kommt.

Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen in kartesischen Koordinaten z,y.
Handelt es sich bei p, oder p, um Erhaltungsgrofen?
Losung:
doL OL . QB. QB. . .
e — = -y —y = —QBy=0
it or  ox 2 Y g YT @By
d oL OL . QB. @B, . .
oY YE it hiZup Bi =0
TR miy + 2x+ 5 & my + QBT
Nein es gilt
d # 0 d d # 0
—Da un — .
dt” dt’

Zeigen Sie, dass die folgenden Trajektorien die Bewegungsgleichungen l6sen
B
.I'(t) = 01 sin <Q—t + ¢0> -+ CQ
m

y(t) = C} cos (QWBIS + gbo) + Cs,

wobei ¢g, C, Cy, C3 Konstanten sind. Welches physikalische System wird hier
beschrieben?

Losung: Einsetzen liefert

’p? B ’p? B

mi — QBy = —C} @ sin (Q—t + qbo) + @ C sin <Q—t + ¢0> =0
m m m m
2 R2 B 232 B

cos <%t + gbo) + Qm C1 cos <%t + gbo) =0

Es handelt sich um ein Teilchen mit Ladung ) im homogenen Magnetfeld B.

mij + QBi = —C,



d)

Transformieren Sie die Lagrangefunktion auf Polarkoordinaten (r, ). Berech-
nen Sie die generalisierten Impulse p, und p,, und identifizieren Sie welche der
Polarkoordinaten (7, ) zyklisch sind.

Losung:
In Polarkoordinaten (r, ) gilt

B

Die generalisierten Impulse p, und p,, sind

oL :
r — =~ = Mr
b or
oL .
Dy = % = mr2g0 + TTQ
Der Winkel ¢ ist eine zyklische Variable.
4. Eichinvarianz der Lagrangefunktion
Zwei Lagrangefunktionen seien gegeben durch
m B = m
L= i)+ Dei—yt)  wd L= 4 + QB

Zeigen Sie, dass sich die beiden Lagrangefunktionen nur um die totale Zeita-
bleitung £ F'(z,y) einer Funktion F(z,y) unterscheiden. Wie lautet F(z,y)?

Losung:
Es gilt
- B d
i 1= Pt yi)= LRy,
mit 0B
F(z,y) = Txy
Zeigen Sie durch explizites Nachrechnen, dass beide Lagrangefunktionen zu

identischen Bewegungsgleichungen fithren und daher das selbe System be-
schreiben.

Losung:

Nachrechnen ergibt die gleichen Bewegungsgleichungen wie in Beispiel 3 ge-
funden

doL oL . .
@or  op M QBI=0
ddL oL
—— — — =mjj+ QBi =0.
7o oy miy + @Bt =0



c¢) Berechnen Sie fiir die beiden Lagrangefunktionen L und L den Ausdruck

OL . 0L oL OL. -
—i+—y—L d —i+ —y— L.
25" oy b 25" oy

Worum handelt es sich bei dieser Grofe? Ist diese eine Erhaltungsgrofe?

Lésung: Die beiden Ausdriicke sind identisch:

%x+8_yy_L = mi®———yi+my +T$?)—5($ + 2)—7@9—955) = 5@ +9°%)
und

oL . OL. -

P mi? + mi® + QBry — %(a‘? + %) — QBay = %(fc2+y:2)

Es handelt sich bei diesem Ausdruck um die Gesamtenergie, welche eine Er-
haltungsgrofe ist da die Lagrangefunktion nicht von der Zeit abhéngt.



