Losungen zum 4. Tutorium Analytische Mechanik VU,

13.01.2020

1. Phasenraum eines Teilchens im homogenen Gravitationsfeld

Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m im homogenen Gravitationsfeld. Das
Teilchen bewege sich rein vertikal. Die vertikale Position ¢ € R ist daher der einzige
Freiheitsgrad des Problems. Die potentielle Energie ist gegeben durch V' (q) = mgq.

a)

Wie lautet die zugehorige Hamiltonfunktion H(q,p)? Berechnen Sie die Ha-
milton’schen Bewegungsgleichungen.

Losung:
Die Hamiltonfunktion lautet

2

p
H(q,p) = o T Mg

Daraus ergeben sich die Bewegungsgleichungen

._OH _p
1= dp m

Skizzieren Sie das Hamilton’sche Vektorfeld v (q, p) in der (¢, p)-Ebene (Pha-
senraum) sowie reprasentative zugehorige Trajektorien. Zeigen Sie, dass das
Hamilton’sche Vektorfeld divergenzfrei ist. Welchem bekannten Theorem ent-
spricht das?

Losung: Das Hamilton’sche Vektorfeld ist gegeben durch

vi(g,p) = (_%EZ_Q N (—ig) |

Dabei handelt es sich um ein divergenzfreies Vektorfeld

div (VH(q,p)) = 9p _ %mg =

Dies entspricht dem Liouville Theorem (Erhaltung des Phasenraumvolumens).
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c) Skizzieren Sie die Zeitentwicklung des
schraffierten Gebiets in der nebenstehenden
Abbildung mit m = 1kg. Was kann man be-
zliglich der Zeitentwicklung des Fléchenin-
haltes sagen?

momentum p [kg-m-s~!]

-4 -2 0 2 4
position ¢ [m|

Losung:

Horizontale Absténde (p; — pa) bleiben im Phasenraumfluss konstant
p1=—mg — p1 —p2 = 0 = p; — pp = const.

Die Kreisfliche wird bei konstanter Hohe geschert. Dabei bleibt der Flachen-
inhalt erhalten, wie es vom Liouville Theorem gefordert wird.

2. Rechnen mit Poissonklammern

Betrachten Sie ein Teilchen in drei Dimensionen mit den Koordinaten z,y, z.

a) Zeigen Sie mithilfe der Produktregel fiir Poissonklammern und der kanoni-
schen Relation {z,p,} = 1 die Beziehung

oy =2

Hinweis: Entwickeln Sie f(z) in eine Taylorreihe.
Losung:

Setzt man die Taylorreihe von f(z) um z( in die Poissonklammer ein erhélt
man

n!

{f(‘r>7pm} = Z {(SE - 1170) 7px} :
n=1
Die Poissonklammer lasst sich mit der Produktregel berechnen zu

{(x —20)",pa} = (& — o) {(x — 20)" ", pu } + (# — m0)" " {(x — 20), P }
= (& — x0) {(z — 20)" ", pa} + (@ — 20)" "

n—1

=n(zx —x9)" ",

wobei die Produktregel n-mal angewendet wurde. Einsetzen ergibt

2L M (g .
e = 3 T gyt o 4

n - dx



b) Zeigen Sie, dass die Komponenten L,, L,, L, des Drehimpulses L = r x p die
folgenden Relationen erfiillen

(Lobb=L. wd  {LL)=L, wd  {LL}-L.

Losung:
Fiir die einzelnen Komponenten gilt
Lx =YpPz — 2Py

Ly = ZPx — TPz
Lz = TPy — YPx-

Einsetzten und Verwendung der kanonischen Relationen ergibt

{an Ly} = {ypz — 2Py, RPx — l'pz} =Y {pz7 Z}px+py {Zapz} T = _ypx"f'pyw = Lz

Die anderen Relationen zeigt man analog.

c) Zeigen Sie, dass die Poissonklammer zwischen L* = L7 + L} + L? und L,
verschwindet

(L1} =0,

Losung:

Es gilt

(12,0} = {L? + L2 + L%, L.} = 2L, {L,, L.} +2L, {L,, L.} = —2L,L,+2L,L, = 0



3. Isotroper harmonischer Oszillator: kartesische Koordinaten

Die potentielle Energie eines Teilchens in drei Dimensionen r = (z, y, z) mit Masse
m sei gegeben durch

k
V(z,y,z) = E(xQ + 2 + 22).

Hinweis: Berechnen Sie die Poissonklammern indem Sie diese mithilfe der Re-
chenregeln auf die kanonischen Relationen {¢;, p;} = d;; und {q¢;, ¢;} = {pi,p;} =0
zurtickfithren.

a)

Wie lautet die zugehorige Hamiltonfunktion H (r, p)? Berechnen Sie die Ha-
milton’schen Bewegungsgleichungen.

Losung:
Die Hamiltonfunktion lautet

2
9] k
H(r,p) = % + 51'2.

Daraus ergeben sich die Bewegungsgleichungen

I,__@H_B

Op m
. OH
p=—gpy =M

Zeigen Sie, dass sich die Bewegungsgleichungen auch darstellen lassen als
r={r,H} und p={p H}.
Losung:

Die Poissonklammern zwischen Vektoren und Skalare sind komponentenweise
zu verstehen. Mit dieser Schreibweise erhélt man

i‘:{r,H}: r’p_+_r2 — r’M :R
2m 2 2m m

2k k
p={r,H} = {p,p—+§r2} = {p,—(r2+y2+y2)} = —kr

2m 2

Zeigen Sie, dass fir den Drehimpuls L = r x p die Relation {L, H} = 0 gilt.
Welche Konsequenz ergibt sich daraus?



Losung:

Es gilt fir die z—Komponente

2] )

m m

Die anderen Komponenten zeigt man analog. Alle Komponenten des Drehim-
pulses sind Erhaltungsgrofien.

d) Zeigen Sie mithilfe der Poissonklammer, dass die folgende Grofe eine Erhal-

tungsgrofe ist p? N o2

E,. = .
2m 2
Losung:

Die Poissonklammer zwischen der Hamiltonfunktion und FE, ist gegegben
durch

2 k 2 ]{?2 2 k? 2 k?2 2_|_z k? k‘2
px_i_i[—[ p_m_|_i p_x+ L + p_m_|_ x’py P + y~r Rz = 0.
2m 2 2m 2 ' 2m 2 2m 2 2m 2

Da die Poissonklammer verschwindet ist E, eine Erhaltungsgrofe.

e) Berechnen Sie die Grofe g = {E,, L, }. Ist g ebenfalls eine Erhaltungsgréfse?
Welches Vektorfeld v,(r,p) generiert die zugehdrige Symmetrietrans-
formation im Phasenraum?

Losung:
Die Grofse g ist gegeben durch

ka2

o PPz
QZ{Ex,Ly}Z{Q—JrT Py — T pz}: - + kzx.

Wie aus der Vorlesung bekannt ist die Poissonklammer zweier Erhaltungsgro-
fsen wieder eine Erhaltungsgrofe. Daher ist auch g eine Erhaltungsgrofe. Die
zugehorige Symmetrietransformation im Phasenraum wird durch das folgende
Vektorfeld generiert

vy(r,p) = (_‘%) =

or

| [
™ O »3IF o3F
& N



4. Isotroper harmonischer Oszillator: Kugelkoordinaten
Losung:

Die potentielle Energie eines Teilchens in drei Dimensionen mit Masse m sei gege-
ben durch

k
V(z,y,z) = §<x2 + 2 + 22).

a) Berechnen Sie die Hamiltonfunktion H(r, 8, ¢, p;, pg, p,) in Kugelkoordinaten

x(r, 0, ) = rsin(f) cos(p)
y(r,0, ) = rsin(0) sin(p)
2(r, 0, ) = rcos(f).
Losung:
Wie aus dem 3.Tutorium bekannt ist lautet die Lagrangefunktion

L

L=T-V= T(f2+r292+r25in2(6)¢2) 5

2

mit den zugehodrigen kanonischen Impulsen

oL .
pr= 5o =mi
oL 9
= — = mr<l
Do Py,
Do = g—i = mr?sin?(0)¢

Die Hamiltonfunktion ist gegeben durch

. . L2
H =i+ ol +ppp = L=T+V = (2 + 726 + 12 sin(0)¢%) + =~

Ersetzten der Ableitungen durch die kanonischen Impulse ergibt

1 p2 p2 k7"2
H(r,0,0.pr,p0:05) = 5~ (pi Tt Wx?(e) )



b) Berechnen Sie die zugehorigen Hamilton’schen Bewegungsgleichungen.
Losung:

Die Bewegungsgleichungen sind gegeben durch

. OH p,
"= op.  m
G OH _ P

Opy  mr?
. OH Py
7T Op,  mr?sin()
_ OH 1 (p} P2
pr:‘ﬁza(wm) —hr
. OH 1 (pZcos(d)
P90 ~m (r2 sin3(9)>
Py = —Z—Z =0

c) Zeigen Sie mithilfe der Poissonklammer, dass es sich bei

P}

sin?(0)

L* = p; +

um eine Erhaltungsgrofe handelt. Welches Vektorfeld vi2(r,0, ¢, pr, po, py)
generiert die zugehorige Symmetrietransformation im Phasenraum?

Losung:

Die Poissonklammer {L? H} = 0 ist gegeben durch

2 2 2 2
D 1 D D kr
I2 gV =224 ¢ = (220, Te A
{27 1) {p9 * sin?(6)’ 2m (pr * 72 * 72 sin?(6) * 2
2

1 Py o, P
= — + ,Dp + = =0
2mr? {pg sin?(6) Po sin?(0)

N

-~

=0

Die zugehorige Symmetrietransformation im Phasenraum wird durch das fol-
gende Vektorfeld generiert

OH 0
Opr
OH 2p9
, ird e
VL<r797 gpupﬂpﬁapip) = _8%1 = 0
__f[ Qpi cos(0)
0 sin3(9)
H



