Losungen zum 5. Tutorium Analytische Mechanik VU,
20.01.2020

1. Kanonische Transformation

Beweisen Sie, dass es sich bei der Koordinatentransformation

q(g,p)=-p und  p(g.p)=q+ Ap’
(A ist eine beliebige Konstante) um eine kanonische Transformation handelt,

a) indem Sie zeigen, dass die neuen Koordinaten (g, p) die kanonischen Relatio-
nen fir Poissonklammern erfiillen.

Losung:

Eine Moglichkeit zu zeigen, dass eine gegebene Transformation im Phasen-
raum ist kanonisch is zu zeigen, dass die kanonischen Relationen (auch fun-
damentale Poissonklammern genannt)

auch in den neuen Koordinaten gelten. Im Fall eines Freiheitsgrades entspricht
dies den drei Relationen

{¢¢} =1{p,p} =0 und  {gp} =1
Die beiden Relationen
{06t ={-p,-p} =0 und  {p,p} = {q+ Ap*,q+ Ap’} =0

sind automatisch erfiillt, da die Poissonklammer anti-symmetrisch ist und
daher die Poissonklammer zwischen zwei gleichen Grofen verschwinden muss.
Die zweite Relation wegen

{@.p} ={-pra+ A"} ={-pa}={ep}=1
ebenfalls erfiillt. Die Transformation ist also kanonisch.
b) indem Sie die zugehorige erzeugende Funktion F}(q, g,t) konstruieren.
Losung:

Eine weitere Moglichkeit zu zeigen, dass eine gegebene Transformation im
Phasenraum ist kanonisch is zu zeigen, es eine erzeugende Funktion Fi(q, q,t)

mit
or

_ oA _oh
9q

p(q,q) = 90 =—q¢ und  p(q.q) = =q+ A7

gibt. Aus der ersten Relation folgt

Fi=—qq+ f(9)



wobei f(g) noch eine beliebige Funktion von ¢ sein kann. Aus der zweiten
Relation folgt

OF daf 2
g =L = A
g q da q+ Aq
Durch Integration erhélt man
_ A 4
f(@) = —34
und weiters 4
Fi(g,q) = —q9 — 57"

2. Transformation der Hamiltonfunktion

Die Hamiltonfunktion H(q,p) eines Teilchen der Masse m sei gegeben durch

a)

2

p
H(q,p) = o Mg

Verwenden Sie die kanonische Transformation aus Beispiel 1 und berechnen
Sie die Hamiltonfunktion H(q,p) in den neuen Koordinaten (g, p).

Losung:

Die Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten ist gegeben durch

o ) 1 ) )
H(q,p) = %pQ + mgp — mgAp® = (% - mgA) 7’ + mgp

Fiir welchen Wert von A wird g eine zyklische Koordinate in H(q,p)? Skiz-
zieren Sie fiir diesen Fall das Hamilton’sche Vektorfeld vz(g,p) und einige
repréasentative Trajektorien im Phasenraum der neuen Koordinaten ¢ und p.
Losung:

Im Fall A = 1~ wird ¢ eine zyklische Koordinate. In diesem Fall ist das

2m?

Hamilton’sche Vektorfeld gegeben durch

Die zugehorigen Trajektorien sind Geraden im Phasenraum.



c) Losen Sie fir A = 1/(2m?%g) die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen fiir

g und p und transformieren Sie zuriick um die alten Koordinaten ¢(qo, po, t)
und p(qo, po, t) als Funktion der Zeit und der Anfangsbedingungen ¢y = ¢(0)
und py = p(0) zu finden.

Losung:
Es gilt -
. oH _
p=——-—=0 — p=pg=const
9q
und _
. OH _
1= 55 =mg = q = mgt + qo
P

Daraus folgt durch Riicktransformation
p = —mgt+ qo = —mgt + po
und

2 2
_p po  (=mgt+po) 9,2, Do
¢=Po 2m?2g Qo+ 2m?2g 2m?2g 2 + m T4

3. Hamilton-Jacobi Gleichung

Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m in zwei Dimensionen beschrieben durch

a)

1

H(z,y,pe,py) = 5~ (P2 +p}) +mgy.

Wie lautet die zugehorige Hamilton-Jacobi Gleichung fiir die Hamilton’sche
Prinzipalfunktion S(z,y, ag, ag,t)?

Losung:

Die Hamilton-Jacobi Gleichung lautet
L a_S i + L a_S i +m —+ a_S =0
2m \ Ox 2m \ Oy i ot

Lésen Sie die Hamilton-Jacobi Gleichung mittels Separationsansatz. Wie lau-
ten Thre beiden Separationskonstanten aq, ai?

Losung:

Mithilfe des Separationsansatzes

S(x,y, o, a9, t) = Wy(x, on, a2) + Wy(y, on,a2) — Et

L oW, 2+L oW, 2+m =F
2m \ Ox 2m \ Oy 99 =

ergibt sich




Diese Lésst sich separieren mittels

oW,
or a1
und )
1 (oW,
o oy + mgy = as.

Wobei dann fiir die Energie
2
E - ﬂ + (6%)
2m

gilt. Integration ergibt

W, =aoax
und
2v/2m 3
W, = \/Zm/\/ag —mgydy = — 3y (g — mgy)?2

daher ist die Losung

2V/2m 2 ol
2m

S(x,y, a1, a9,t) =y — (ay — mgy)
myg

Verwenden Sie die Losung der Hamilton-Jacobi Gleichung um die Koordina-
ten x(aq,az, b1, P2,t) und y(aq,ag, f1,P2,t) als Funktion der Zeit und
a1, g, B1, Be zu bestimmen.

Losung:
Es gilt
88 aq
== —p— ¢
b day m
und
oS V2m 1
Po=o—=- (2 —mgy)® —t
%) mg

durch Auflésen nach z und y folgt

(8%
.T(Oéh O‘27ﬁ17/827t) - 61 + —1t
m
und

2%) g 2
t) = 2 — 2
y(aho@aﬂluﬂ?a ) mg 2( +/B2)

Die 4 Konstanten ayq, as, 81, 82 legen die Bewegung eindeutig fest. In diesem
Sinne entsprechen sie den 4 Anfangsbedingungen xy, 4o, To, Yo-



4. Wirkungs-Winkelkoordinaten
d d

Betrachten Sie ein Teilchen mit Koordinate ¢ € [~§, 3] im Box-Potential mit
Abmessung d und unendlich hohen Wénden

Vig) = {0 la <

oo |q| >

Nl NI

a) Skizzieren Sie das Hamilton’sche Vektorfeld v (g, p) und einige reprisentative

Trajektorien im Phasenraum.
Losung:

d d
22

Die Hamiltonfunktion im Bereich ¢ € ( — £ ) ist gegeben durch

2
7’
H(q,p) = o

Das Hamilton’sche Vektorfeld ist gegeben durch

wen=(%)- )

b) Berechnen Sie die Wirkungsvariable

1
I = d
o baq

indem Sie iiber einen geschlossenen Orbit integrieren.
Losung:

Das Integral ergibt sich zu

z—j{pq—— J\/—dQ— \/—E

c) Wie lautet die Hamiltonfunktion H (/) als Funktion der Wirkungsvariable I.
Berechnen Sie daraus die Periodendauer 7' eines Umlaufes.

Losung:

Die Hamiltonfunktion ist

H(I)=E= % (%I)Z

Die Kreisfrequenz der Bewegung ist damit gegeben durch

2 oOH I 2F
“‘T‘W‘E‘ Vo 1= d\/



Das Teilchen bewegt sich zwischen den Wanden mit Geschwindigkeit

2K
Vo = —_—.
m

Damit ergibt das Resultat
2d

Vo

T

welches bereits im 1. Tutorium (Beispiel 2) gefunden wurde.

d) Berechnen Sie die zugehorige Winkelvariable 6(t) als Funktion der Zeit. Um
welchen Wert erhoht sich die Winkelvariable 6 bei jedem Umlauf?

Losung:

Fiir die zugehorige Winkelvariable gilt

o(t) = aa—i[ — 0(t) = wt + 6.

Bei jedem Umlauf erhoht sich der Wert um 2.

Zu kreuzen (online im TUWEL-Kurs zur LVA): 1/2/3ab/3c/4ab/4cd



