Losungen zum 6. Tutorium Analytische Mechanik VU,
27.01.2020

1. Harmonisches Zweikorperproblem

Betrachten Sie zwei wechselwirkende Teilchen der Masse m; und ms in einer Di-
mension deren Hamiltonfunktion gegeben ist durch
P P

H(q1,q2,p1,02) = =— +
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a) Wie lautet die Hamiltonfunktion in den Schwerpunktskoordinaten (g, p, R, P)?
Welche der Variablen wird zyklisch?

Losung:

Die Koordinaten im Schwerpunktsystem (g, p, R, P) mit M = m; + my sind
gegeben durch

9=q1 — 42 P:%pl—%w
R:%Q1+%@ P =p1 + po,
mit der Umkehrung
Q1:R+ﬁ2q quR—%q
pl—%P-FP p2:%P—
Die Hamiltonfunktion ist mit p = ™2 gegeben durch
H(g,p, R, P) = f—jﬁ + zp_ni +h(q —g2)* = (%;: Py, (%fm; Ji kq*
=i+ (g * ) P = P g

Der Schwerpunkt R ist eine zyklische Koordinate.



b) Angenommen beide Teilchen befinden sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Ursprung
mit dem Anfangsimpuls p;(0) = 0 und py(0) = p.. Berechnen Sie die Position
beider Teilchen ¢;(t) und ¢o(t) als Funktion der Zeit.

Losung:

Die Transformation ist kanonisch (siche Vorlesung). Daher gelten die Hamil-
ton’schen Bewegungsgleichungen

. O0H 1 ) OH o
dp dq
. OH 1 . oH
oP M OR
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt
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mit w = /2k/p. Mit den Anfangsbedingungen
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ist die Losung
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Zusammen ergibt das
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2. Kepler-Problem in der Ebene

Betrachten Sie das reduzierte Einteilchenproblem
mit reduzierter Masse p im Potential V = —K/r.
Die Bewegungsebene sei als z-y-Ebene gewéhlt, so
dass die Hamiltonfunktion gegeben ist durch

P K
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Der Drehimpuls zeigt in z-Richtung L, = xp, — p,y und der Laplace-Runge-Lenz-
Vektor liegt in der z-y-Ebene mit Komponenten

% L.p, — %x
A:(pXL)—/LTI‘: _szx_%y
0

a) Zeigen Sie zundchst nur fiir die z-Komponente A, mithilfe der Poissonklam-
mer, dass es sich um eine Erhaltungsgrofse handelt.

Losung:
Es gilt fiir die Poissonklammer
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wobei im letzten Schritt die Produktregel und

verwendet wurde. Setzt man L, = xp, — p,y ein so folgt

yK K22 K Ky

Daher handelt es sich bei A, um eine Erhaltungsgrofe.



b) Sie wissen aus dem 2. Tutorium, dass L, eine Erhaltungsgrofse ist. Zeigen Sie,
dass {L., A,} = A, gilt und beweisen Sie damit, dass auch die y-Komponente
A, eine Erhaltungsgrofie ist.

Losung:

Es gilt fiir die Poissonklammer
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Da die Poissonklammer zweier Erhaltungsgrofen wieder eine Erhaltungsgrofie
ist folgt, dass auch A, eine Erhaltungsgrofse ist.



3. Keplerbahn

Betrachten Sie erneut das Einteilchenproblem aus Beispiel 2, wobei die x-Achse so
gewdhlt wird, dass der Laplace-Runge-Lenz-Vektor in z-Richtung liegt A = Ae,.

a)

Berechnen Sie A - r in Polarkoordinaten (r, ) und zeigen Sie daraus die
Bahngleichung d

rl) = 1+ ecos(yp)

fiir die Losung des Kepler-Problems. Bestimmen Sie den Parameter d und die
(numerische) Exzentrizitdt e in Abhéngigkeit von A und L.

Losung:
Verwendet man die Relation in Polarkoordinaten

A -r = Arcos(p)
und

(pxL)-r=(rxp)-L=L?

sowie %

u—r T = puKr.

,
So folgt daraus
Arcos(p) = L* — uKr

und nach weiterer Umformung

L2
rip) = pK + Acos(p)’
woraus man 12 )
d= " d  e="
K un e K

ablesen kann.
Skizzieren Sie die Bahn in den Fallen 0 < e < 1 und e > 1.
Losung:

Fiir 0 < e < 1 ergeben sich Ellipsen. Fiir e = 1 eine Parabel und fiir e > 1
Hyperbeln.

Zusatzbemerkung: Es gilt fiir den Zusammenhang zwischen Energie F,
Drehimpuls L und Exzentrizitiat e die Relation

2I2F
pi?

Man erkennt daraus, dass die Bahnen im Fall £ < 0 Ellipsen und im Fall
E > 0 Hyperbeln sind.



4. Hamilton-Jacobi Gleichung

Ein Teilchen mit reduzierter Masse p bewege sich in drei Dimensionen im Potential

a)

vy =-2 48

roor?
Wie lautet die zugehorige Hamilton-Jacobi Gleichung in Kugelkoordinaten?
Losung:

Die Hamilton funktion lautete

H(r,0,0,p, =\t et a7 T
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und analog dazu die Hamilton-Jacobi Gleichung
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Separieren Sie die Hamilton-Jacobi Gleichung mittels

S(r,0,p,a,t) =W, (r,a) + Wy(0, ) + Wy (p, ) — Et
und geben Sie die drei getrennten Differentialgleichungen fiir W, (r, &), Wy (0, )
und W, (¢, a) an. Wie unterscheiden sich diese vom Kepler-Problem?
Losung:

Einsetzten des Separationsansatzes fiihrt auf folgenden drei getrennten Diffe-
rentialgleichungen
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Das Problem unterscheidet sich vom ungestorten Kepler-Problem nur durch
die Ersetzung L — /L? + 2uC in der Differentialgleichungen fiir &= .



c) Zeigen Sie, dass die Hamiltonfunktion ausgedriickt durch die Wirkungsvaria-
blen I,, Iy, I, gegeben ist durch

K?u
2
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H(Irv I@v Lp) = -

Hinweis: Sie kénnen alle Ergebnisse (Integrale) aus der Vorlesung verwenden.
Losung:

Die Wirkungsvariablen 1., Iy, I, sind gegeben durch
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wobei die Ergebnisse aus der Vorlesung verwendet wurden. Damit gilt fiir die
Hamiltonfunktion
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H(I, Ip,I,)=F = —




