6. TUTORIUM ANALYTISCHE MECHANIK VU, 11.01.2022

6.1

a)

b)

c)

EIN STEIN MIT KANONISCHEN TRANSFORMATIONEN

Eine Transformation ist kanonisch, falls die fundamentalen Poisson
Klammern oder die Hamilton’schen Bewegungsgleichung unverandert
bleiben oder eine erzeugende Funktion existiert. (Diese Bedingungen
sind dquivalent)

Wir berechnen die Poisson Klammer der transformierten Variablen:

a !
{a.p}=5_—{pp"}+amg{p,q} =1 6.1)
M ~— — ——
=0 =1
Daraus folgt sofort, dass fiir a = —1/mg die Transformation kanonisch

ist.

Es werden p und p durch die Variablen (q, q) ausgedriickt und an-
schlieflend die Integrale berechnet

oF1(q, q
p(q,q) = —mgq = 1;2 9 6.2)
= Fi(q,q) = —mgqq + C(q). (6.3)
Hier verwenden wir p = —mgq und erhalten
522
B B q-g'm oF;
(q,q) = +mgq=——— 6.4)
plgq.q 5 g9 g
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m
= Filq,q) = = —mgg + C(q). (65)
Das wird erfiillt durch
53 42
Fi(g,9) = = — mgad. (66)
Zundchst benétigen wir q(q, p):
5 Oh _ 1 nga?
P="7%g ~meat;mad 6.7)
2=~ (p—mgq) (68)
q- = mg P 9q .
o 2
q(q,p) =/ —(p —mgq) (6.9)

mg?

Hier wiahlen wir die positive Wurzel.
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6.2 EIN STEIN MIT KANONISCHEN TRANSFORMATIONEN II

Gegeben ist die erzeugende Funktion

Falq,p) = ;\E (p—mga)””. (6.12)

a) Mit den partiellen Ableitungen von F, werden p und g und berechnet.

_
=24
329 2 3(10 mgq): (—mg)
2m(p — mgq) (6.13)
_ 0k
_ 2m(p — mgq) (6.14)
= mg P 99 .
Berechne mit Gleichung (6.13) nun p:
p? =2m(p —mgq) (6.15)
2
— P =1 +mgq (6.16)

2m
Fiir q, kombinieren wir Gleichung (6.13) mit Gleichung (6.14),

P

qg=——. 17
q mg (6.17)
b) Nun soll die Hamiltonfunktion
P
H = A1
(q,p) =5 +mgq (6.18)
transformiert werden. Es gilt:
- _ _ o oF



Die erzeugende Funktion F, ist nicht explizit zeitabhédngig, 0F,/0t ist
daher null. Berechne zuerst q und p in Abhédngigkeit von q und p:

q= —mlg (6.20)
= p =—qmg (6.21)

Um p zu berechnen setze Gleichung (6.21) in Gleichung (6.16) ein:

__ (=gmg)?
P= m + mgq (6.22)
72 2
P= q% +mgq (6.23)
= =2
_ P 499
= q= mg > (6.24)

Fiir die transformierte Hamilton-Funktion setze Gleichung (6.24) und
Gleichung (6.21) in Gleichung (6.18) ein:

fi(g,p) = 19 (6.25)

—p (6.26)

In diesen neuen Koordinaten ist g also zyklisch, p ist eine Erhaltungs-
grofle, die Gesamtenergie. Lose die Bewegungsgleichungen, zuerst fiir

qg:

. OH

q= o 1 (6.27)

g=t+9p (6.28)
Fiir p:

. OH

P= g 0 (6.29)

P=« (6.30)

Mit & und {3 als Konstanten.

c) Transformiere zurtick in die Koordianten (q, p). Fiir q ergibt sich:

= 52
- P _99
q= g 5 (6.31)
_ 90 g B9«
= 2t gpt 5 + — (6.32)
Fiir p:
p=—qmg (6.33)
=-—mg(t+ B). (6.34)



Fiihre die Anfangsbedingungen q(t = 0) = qo und p(t = 0) = p ein:

Po = —mgf (6.35)
—p=—rC (6.36)

mg

2
Po @
S x 37
o Im2g " mg (6.37)
P

—> a=mgdo+ 55 (6.38)

Damit ergibt sich die Losung angeschrieben in (q,p)-Koordinaten:

2
p(t) = po — mgt (6.40)

qt) = —2¢ - %t + qo (6.39)

6.3 EIN STEIN MIT HAMILTON JACOBI
a) Hamilton-Jacobi Formalismus:

¢ Im ersten Schritt konstruieren wir die Hamilton Funktion H(q,p,t).

¢ Jetzt ersetzen wir in der Hamilton Funktion die Impulse durch
Ableitungen der Hamiltonschen Prinzipalfunktion (Erzeugende)
S(q,&,t):
0S(q,a,t)
p- Slamt)
q

e Mithilfe der ersten zwei Unterpunkten kann man die Hamilton-
Jacobi Gleichung aufschreiben und Losen.

(6.41)

* Die Aufgabe liegt jetzt darin diese Gleichung zu Losen.
Ein wichtiger Spezialfall sind konservative Systeme (i.e. H zeitun-
abhéngig): hier ist die Erzeugende S additiv trennbar in der
Zeit Koordinate (siehe unten). Im Allgemeinen kann damit S
geschrieben werden als:

S(q,,t) = W(q,&) — Et. (6.42)
Fiir eine detailliertere Erkldrung siehe Skript: Kapitel 7.3.

b) Wir folgen den in a) beschriebenen Schritten, ersetzen zunichst die
Impulse durch Ableitungen der Hamiltonschen Prinzipalfunktion und
schreiben so die Hamilton-Jacobi-Gleichung an:

1 dS\? /03S\? [02S)\? dS



Die Gleichung lésst sich tiber den gegebenen Separationsansatz aufs-
palten:

1 oW\ faW, ) /WL’
— =F A4
2m<( ax) +(ay> +(6Z> +mgz (644)

2 2 2
N oW, + aWy + % + 2ngz =2mE (6.45)
ox ay 0z

Da der zweite Term nur von y und der dritte nur Von z abhéngen,

miissen diese jeweils separat gleich einer Konstante o bzw. o3 sein:

W, \2

(52) == we—oax+v, (6.46)
W, \?

<6yy) =05 =W, =0xy+72 (6.47)

¢) Auch der z-abhingige Teil muss fiir sich genommen eine Konstante o3
ergeben:

(%)2 +2m?gz =: oc% (6.48)

und fiir die Energie gilt:
2mE = of + o5 + o3 (6.49)
=E= % (of + 03 + o3) (6.50)

Aus Gleichung (6.48) folgt:

ow,
aZZ =4/03 —2m2gz (6.51)
=W, = J \/ o3 —2m2gzdz (6.52)

(:=0of—2m?gz
=] L= —Zm g (6.53)
dz = 2m2 d¢
2m2 J V¢de (6.54)
1
= ~3mig %% 4y, (6.55)
1 3/2
= 3mig (oF —2m?gz)™" " +7v;3 (6.56)

Wir setzen die Integrationskonstanten in der Prinzipalfunktion 0
(v1 =v2 = v3 = 0) und erhalten so fiir die Prinzipalfunktion:

1
S = oax -+ ooy — (o2 —2m2gz)™? — Et (6.57)
1 3/2 1
=X+ 0y — 3mig (oF —2m?gz) - R(oc% + o3 + a3)t (6.58)



d) Wir erhalten fiir die Ableitungen f3;:

ot
-t 59
f1=x (6.59)

g Xt
Br=1y (6.60)
P3= —7“239 o} —2m2gz — st (6.61)

Diese drei Gleichungen stellen wir jeweils nach x, y bzw. z um und
erhalten so:

0.6
x = Hlt + By (6.62)
y=2t1p, (6.63)
m
1 [mig? ast\?
=— =7 Rk I 64
T Tomig ( o <63+ m) % (6:64)
_gt? mgps of  m’gp3
--Z e ( iy " a2 (6.65)



