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fiir das Tutorium am 18.5.2018

1. Kreisférmige Plattenkondensatoren
Gegeben sei eine Anordnung von zwei unendlich diinnen parallelen kreisférmigen Metallplatten mit
Radius Ry, Abstand d < Ry und den freien Gesamtladungen +@Q bzw. —@Q (siehe Abbildung). Der
Raum zwischen den Platten sei mit einem Dielektrikum gefiillt, dessen Dielektrizitdtskonstante gemaf
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vom Ort abhéngt (0 < Ae < €p).

(a) Berechne die elektrische Feldstérke E, das Polarisationsfeld P und das Verschiebungsfeld D im
Dielektrikum.

(b) Berechne die Fliachenladungsdichten freier Ladungen und Polarisationsladungen bei z = d und
z = 0 sowie die Polarisations-Raumladungsdichte im Dielektrikum.
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Losung:

(a) Wegen d < Ry konnen Randeffekte vernachléssigt werden: 5, E , P besitzen nur eine z-Komponente,
o, op sind homogen auf den Metallplatten, pp hingt nur von z ab.
Die freie Flichenladungen liegen bei z = 0 und z = d: o(z = d) = Q/(wR3), o(z = 0) =
—Q/(xR3).
Es ist zweckméfig, zuerst D 7u berechnen: DivD = 470, divD = 0.D,(z) = 4mp = 0 innen
und aufen. Somit ist das D-Feld im Dielektrikum homogen. An der obere Platte gilt DivD =
it- (D, — D; ) =4mo = 4Q/R2. Somit gilt D(7) = —4Q/R2€, im Dielektrikum.
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Weiters gilt E(7) = E.(2)&. mit E.(z) = D./e(z), P(F) = P.(2)&., P.(2) = xeEx(2) = 1B, (2).
Somit ergibt sich
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(b) Freie Flichenladungsdichte o: siehe (a).

Die Polarisations-Flichenladungsdichte ist gegeben durch op = —DivP = —ii - ( B, — P, ).
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Somit folgt

op(z = d) = Pu(d) = ——2 (160_1A€), op(z = 0) = —P.(0) = -2 <1€i>
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Die Polarisationsraumladungsdichte ist pp(z) = —divP = —8,P.(z) = —ﬂ% dﬁ im Di-
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elektrikum.



2. Hohlraum in Dielektrikum
Ein allseitig unendlich ausgedehntes Dielektrikum mit der Dielektrizitdtskonstanten e sei homogen
polarisiert mit Polarisation Fj.

(a) Welche Feldstiirke Eg herrscht dann im Dielektrikum?

(b) In dem polarisierten Dielektrikum werde ein kugelférmiger Hohlraum mit Radius a erzeugt. Schrei-
be fiir das Potential ¢ und die Feldstirke E die im Innen- und AuRenraum der Kugel geltenden
Feldgleichungen an. Welche Stetigkeits- bzw. Randbedingungen miissen ¢ und E auf der Kugelo-
berfliche und im Unendlichen erfiillen?

(c) Zeige durch Losen der Feldgleichungen, dass fiir die elektrische Feldstérke im Hohlraum
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gilt. Ist der Betrag dieser Feldstérke kleiner oder grofer als jener von EO, d.h. hat die Feldstarke
durch Erzeugen des Hohlraumes in diesem Raumbereich ab- oder zugenommen?

(Anleitung: Wihle den Kugelmittelpunkt als Koordinatenursprung und die Richtung von Py als z-
Richtung.)
Losung:

( ) Es gllt DO = €E0 = E() +47TPO
und somit EO = 4” PO

(b) Die Feldgleichungen fiir E(7) lauten:
divE(F) = 0, rotE(F) = 0, fiir |7] # a.
Die Stetigkeits- / Randbedingungen lauten:
Ei(r =a,0) = eE%(r = a,0),
Ei(r =a,0) = E§(r = a,0).
(das entspricht DivD = 0, RotE = 0).
Im Unendlichen gilt E(r — o0, 0) — Ey cos 0.

Die Feldgleichungen fiir ¢(7) lauten:

A¢(7) = 0 fir |7] # a.
Die Stetigkeits- / Randbedingungen lauten:
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or r—a or r:a-
di(r =a,0) = ¢o(r =a,0).
— —a¢§:’9) — Eycosf.
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(¢) r# a: Ag(r,0) = 0.
Im AuRenraum gilt: 7 > a: ¢(r,0) = > (45 + bir') Pi(cos ).

Aus — ad)(T 9¢(r.9) ‘ — Eq cos 0 folgt
‘%(T 0 — Zz 0 (l:_l}r)QaLPl(COS 0) —> 2, Ibyr' =1 P(cos ) — i—“lPo cos 6
=P (cos0)
— by = fi—ﬂlPo, by = 0 fiir [ > 2. Die Konstante by kann man beliebig setzen, z.B. by = 0.

— ¢(r,0) = =25 Pyrcos + Y2 =5 Pi(cos6)

Im Innenraum gilt: » < a: ¢(r,0) = ;2 ar' P(cos6).
Die Stetigkeitsbedingungen bei r = a ergeben:
Aus ¢;(r = a,0) = ¢u(r = a,0) folgt:

—a _ 4am a _ a .
co =L, cna=—FPa+ %= fur 1 > 2.

Opg (1,0
= ¢ 2a(rf) 6(T ) folgt:
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Koeffizientenvergleich liefert ag = 0, ¢g = 0.
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Somit gilt im Innenraum r < a:
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3. Kugelférmiger Elektret
Ein elektrisch permanent polarisierter kugelférmiger Isolator (Elektret!) mit dem Radius @ und dem
Mittelpunkt im Koordinatenursprung besitzt die Polarisation

B(®) =PRle, P>0
a
(r, 9, ¢ Kugelkoordinaten).

(a) Berechne die Polarisations-Volumsladungsdichte pp im Inneren der Kugel und die Polarisations-
Flachenladungsdichte op auf der Kugeloberflache sowie die Gesamtladung der Kugel.

(b) Berechne im gesamten Raum das von der polarisierten Kugel verursachte E-Feld. Gib ferner fiir
den gesamten Raum das zugehorige D-Feld an und kommentiere das Ergebnis fiir D.

Lésung:

(a) Im Inneren der Kugel r < a hat man pp(7) = —divP(F) = Oy (r*Pr(r)) = -2
Am Rand der Kugel r = a gilt: 0, = —DivP = -7 - (

-z L Po-
P, 13) +P,.(r — a) = Py =: 09.
\/

Die Gesamtladung ergibt sich als ¢gp = 4” po + 4maoy = % ( 3P°) + 47a®Py = 0.

(b) Lésungsweg 1: iiber das E Feld
divE(7) = 4n(p(7) + pp(7)),  rotE(F) = 0.
s
Aus der Radialsymmetrie folgt Fy = 0, £, = 0. Im Inneren gilt: divE = 4mpp(F) = L0.(r’E,) =
dmpg = r’E, = 47rp0f r2dr’ = grporg = k., = %”por = —ArPy % fir r <a.
Aufsen gilt: Ef 0. _ .
Daraus folgt D(7) = E(7) + 4nP(r) = —4w Py~ €, + 4mPy 7€, = 0 innen und aufen.
Losungsweg 2: iiber das D Feld
r < a: divD(F) = 47p(7) =0,  rotD(F) = rotE(7) 4 4mrotP(F) = 0
—— ——

0 0
r > a: divD(F) = 47p(7) =0,  rotD(7) = rotE(7) = 0 (auch keine Quellen und Wirbel von D
im Unendlichen)
r=0:DivD =470 =0, RotD = RotE(7) 4+ 47RotP(7) = 0
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. B . . . . _ArPyrE, 1<
=D(7) = 0 im ganzen Raum = E(F) = D(F) — 4w P(¥) = —4nP(F) = {q e T N “
r>a.

Ankreuzbar: 1a, 1b, 2ab, 2¢, 3ab

Siehe z.B. Wikipedia: http://de.wikipedia.org/wiki/Elektret



