ELEKTRODYNAMIK I UBUNGEN $S23
Ubungsblatt 6

keine Kreuzerliibung

Diese beiden Beispiele stammen aus einem FElektrodynamik I Test der vergangenen Jahre
und dienen zur Vorbereitung auf den erstem Test am 28.04.2023. Ab Seite 2 finden Sie
Losungen zu den Beispielen.

1. (25 Punkte) Homogen geladene Platte
Gegeben sei eine (in der zy-Ebene) unendlich ausgedehnte homogen geladene Platte der
Dicke d, siehe Skizze. Die Raumladungsdichte sei pg.
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(a) (5 Punkte)Bestimmen Sie Richtung und Koordinatenabhéngigkeit des elektrischen
Feldes mithilfe von Symmetrieiiberlegungen. Skizzieren Sie die Feldlinien.

(b) (15 Punkte) Berechnen Sie das elektrische Feld mithilfe der Integralform des Gauf3’schen
Gesetzes.

(¢) (5 Punkte) Innerhalb der Platte befinde sich ein kugelférmiges Loch mit Radius
a < % und Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Berechnen Sie das elektrische
Feld an einem Punkt 7= (z,y, z) im Aussenraum der Platte.

2. (25 Punkte) Potenzial zweier Punktladungen iiber einer Ebene

Oberhalb einer leitenden Ebene in der zy-Ebene, befinden sich zwei Punktladungen mit
Ladung ¢; und ¢o an den Orten 7] und 7. Die Ebene wird auf dem Potenzial ¢ = 0
gehalten.

(a) (7 Punkte) Berechnen Sie das elektrostatische Potenzial ¢(7) mit Hilfe der Bild-
ladungsmethode und iiberpriifen Sie, dass die Randbedingungen auf der Ebene
erfiillt sind. Skizzieren Sie die Anordnung einschliellich der fiktiven Ladungen.

(b) (8 Punkte) Berechnen Sie die induzierte Oberflichenladungsdichte auf der leitenden
Ebene.
(¢) (10 Punkte) Nehmen Sie an, dass die zwei Ladungen mit einem infinitesimal

diinnen, nicht leitenden Stab der Lange L verbunden sind und dass o = 71 + Lé,
ist. Berechnen Sie die Kraft auf die beiden mit dem Stab verbundenen Ladungen.



Lésung des ersten Beispiels:

(a) Die Anordung ist symmetrisch beziiglich Verschiebungen in der zy-Ebene und in-
variant beziiglich Rotation um die z-Achse. Daher kann das Feld nicht von x und
y abhingen und muss in z-Richtung zeigen:

B(7) = B(2)2.. (1)
Weiters gibt es eine Spiegelsymmetrie beziiglich der xy-Ebene (z = 0). Daher gilt
2>0: E( =E(é 2<0: EF =E(z)(-¢é). (2)

Das Feld hat also den gleichen Betrag, zeigt aber in die andere Richtung. Der
Verlauf der Feldlinien ist wie folgt:
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(b) Das GauBl’sche Gesetz in Integralform ist

]{ df - B() = 4 / AV’ p(7) = 47 Qy (F) (3)
ov 14

Wir wéhlen das Integrationsvolumen so, dass der Fluss es elektrischen Feldes durch
die Oberfliche konstant ist. Als Integrationsvolumen kann man daher entweder
einen Quader oder einen Zylinder verwenden dessen Deckflachen parallel zu den
Deckflachen der Platte liegen. Wir wéhlen einen Zylinder der Héhe 2z (die Mitte an
z = 0 sodass die Deckflichen des Zylinders an £z sind) mit Radius R konzentrisch
zur z-Achse. Die Wahl des Volumens reflektiert insbesondere die Spiegelsymmetrie
der Anordnung.

Wir beginnen mit der Berechnung des Oberflichenintegrals. Das Flachenelement
d f = 7idf. Im Falle des Zylinders hat man einen Mantel, einen Boden und einen
Deckel. Die Mantelfliache tragt nicht bei da @ = €, L €,. Auch beim Quader tragen
nur die Flachen parallel zur Oberflache der Platte bei, da die Normalvektoren der
Mantelflichen ¢, L €, und €, L €, sind. Das Oberflichenintegral erhahlt daher
nur Beitrage von Boden und Deckel: I = I + Ip. Die Normalvektoren auf Boden
und Deckel des Integrationsvolumens sind —¢&, (Boden) und &, (Deckel). Damit
berechnen wir fiir den Deckel

Ip = }é df - E = 7{) E(2)é, - &.df = E(z) /0% dp /OR rdr = E(z)R*r = E(2)A,
(4)



vobei A die Flache des Deckels ist. Bei einem Quader mit Seitendngen a,b wére
das Resultat daher Ip = E(z)ab. Aufgrund der Spiegelsymmetrie ist der Beitrag
des Bodens genau derselbe:

I _75 E(: &.)df = E(z)R*x (5)
Der Gesamtbeitrag der linken Seite ist daher (fiir den Zylinder)
I= 7{ df - E(F) = 2 R?E(z) = 2E(2)A. (6)
ov

Nun betrachten wir das Volumsintegral. Die Raumladungsdichte ist

0 z<—%
d d d
p(r) = pob(5 —[2l) = ¢ po R (7)
0 z>%

Wir miissen nun eine Fallunterscheidung machen. Bei unserer spielgelsymmetrischen
Anordnung miissen wir nur unterscheiden ob der Zylinder ganz innerhalb der Platte
ist oder ob die Enden iiber die Platte hinausragen. Fiir |z| < % gilt

2m
/dV’ —po/ dz' / rdr/ do = 22R*mpy = poV. (8)

Im Falle des Quaders wére das Volumen V = 2abz. Im Falle |z| > % sind die
Integrationsgrenzen entlang der z-Achse durch die Raumladungsdichte beschrankt:
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Im Falle des Quaders hétte man dabpg.

R 27
dz'/ rdr/ dp = dR*rpg (9)
0 0
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Durch Vergleich von rechter und linker Seite kénnen wir nun den Betrag des elek-
trischen Feldes bestimmen

2 d d
2rR*E(z) = 477,00{ 25152: ij ; é — E(2)= 47Tp0{ g ti ; §
(10)
Das elektrische Feld im gesamten Raum ist somit
5 =
E(7) = 4mpgé, z —% <z< % (11)
4 2<

Man verwendet das Superpositionsprinzip. Das Loch wird beschrieben durch
Hinzufiigen einer fiktiven “Antikugel” mit Radius a und Ladungsdichte —pg. Das
Feld im Aussenraum ist eine Superposition des Feldes der Platte im Aussenraum
und des Feldes im Aussenraum der Kugel:

ET _ E’aussen,Platte + E’aussen,Kugel. (12)



Das Feld im Aussenraum einer kugelférmigen Ladungsverteilung ist dasselbe wie
das Feld einer Punktladung. Mit dem Coulombgesetz ist das Feld daher

E(F) = %a = @ (et + Y&y + 28.), (13)
r (22 +y? + 22)2
wobei Q = —pO% und r = /22 + 92 + 22 der Radialabstand vom Kugelmit-
telpunkt ist. Das Feld ist daher (mit i% jeweils oberhalb und unterhalb der
Platte):
_dz
. 3, r3
Bla,y,2) =dmpy |~ 4 (14)
4d_ =
2 3 73

Lésung des zweiten Beispiels:

(a) Spiegeln an der Ebene dndert das Vorzeichen der z-Koordinate und das Vorzeichen

der Ladung;:
— q1 q2 q1 q2
r) = o+ 5= — 15
L R i R I 1
_ q T q
Ve =212+ @y —p)?+(z—2)2  (z—22)2+ (y —12)? + (2 — 22)?
a1 q2

Ve—a 2+ -nl+Ge+a? V- nlP+ -0+ e+ n)?
Da (z % 21/9)%|2=0 = z%/Q folgt, dass ¢(z = 0) = 0.
(b) Die Oberflachenladungsdichte ist definiert als

1 1
O'(CL‘,y) = EEZ(xvyvo) = 7@(8Z¢(:C7yaz))|zzo : (16)
Durch differenzieren von (15) finden wir
iro(zy) = - o - 3 3
(=212 + (—y)?+21)2  (@—22)+ (y—12)* + 23)°
_ 41 21 _ 42 72
3 3
(=21 + (y—p)?+21)2  (@—22)+(y—12)* + 23)°
2q1 21 2q2 22
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(=212 + (y—y)2+20)2 (2 —22)2+ (y —y2)2 + 23)

(c) Wir kénnen unser Koordinatensystem so wihlen, dass 7} = (0,0,21)7 ist. Damit
folgt dann 7 = (0,0, z; + L). Die Kraft auf die mit dem Stab verbundenen Ladun-
gen ist Summe der Kréfte der zwei Spiegelladungen auf die beiden urspriinglichen
Ladungen:

F=Fiy+ Fiy + Fyy + Foyr (17)

wobei 1 und 2 die Ladungen bezeichnen und 1’ und 2’ die Spiegelladungen. Wegen
der Symmetrie wissen wir, dass die Kraft entlang der z-Achse wirkt: F' = F.e,.
Einsetzen in die Gleichung oben ergibt:

/ / / /
9191 + q192 + 9297 + 4292

F, =
(Z1 + 21)2 (2’1 + 22)2 (2’1 + 22)2 (2’2 + Z2)2
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ql 2(]1 QQ QQ (18)

Dies stimmt mit (2.46) im Buch (Band 2: Elektrodynamik) fiir go = 0 iiberein und
verschwindet fiir g0 = —¢; und L = 0.



