7. Ubung zur Quantenmechanik I - Musterlésung

15 Messung des Drehimpulses

Folgender Zustand ist gegeben

9 = 231 =5 + 1) = 6ilj,—j +2) +211.5) ()

a) |¢) ist eine Linearkombination von Eigenfunktionen von J2? und J, wobei gilt

JHgm) = K5 + 1) [jm) T, [jm) = hm|jm) (2)

Die moglichen Messwerte und deren Wahrscheinlichkeiten fiir J2 und J, sind daher

P RiGY p(i) =1 )
—  h(—j+1) p(m=—j+1) :% (4)
A ) pm=—j+2)="2 )
Sn pm=7) = ©)

b) Nachdem wir die Eigenwerte und deren Wahrscheinlichkeiten von J2 und .J, in a) be-

~

reits bestimmt haben, kénnen deren Erwartungswerte geméf (O) = > 0, p(0,) berechnet

werden
(J%) =%+ 1) (7)
A 9 } 36 . 4
(J.) = 4—95(—J +1)+ Eh(—] +2)+ 107
h .
= 4—9(81 — 41y) (8)

Zur Berechnung von (.J,) und (.J,) ist es sinnvoll Leiteroperatoren J, und .J_ zu verwenden

~ 1 - ~
Je= 50+ 0) (9)
~ 1 - ~

_ 2 1
Jy= 5 (Fe =) (10)



Fiir ganzzahlige Drehimpulseigenwerte j > 1 sind die Erwartungswerte der Leiteropera-

toren

A 1

<+>:E<< 4260 B2( - 1) 3|y,—g+2) —z—hs/ 22j — 1)
1
—(< —Jj+13 hyv2(j—1) (-6i) IJ,—J+1) =—Z—7i\/ (25 —1)

() =7

Ne)

Daraus folgt

(F) = 570 + (1) =0 (13)
() = 5 (GF0) = G0) = 3oh/2(25 — 1) (14)

¢) Nachdem |¢) ein Eigenzustand von J2 ist, ist sofort ersichtlich, dass AJ2 = 0 ist.

(@) =ni2( + 1 (15)

a3 = J{(p) = (32) =0 (16

1) ist allerdings eine Superposition verschiedener Eigenfunktionen von J,. Daher ist
AJ, # 0.

9 36 4
2 1 POp2(_i 92 = p2s2
<Jz> 49ﬁ( j+1)? g (ST 2
hQ
= E(153 — 1625 + 495%) (17)
AJ, = \/<J2> - <J> V4j (5 — 9) + 26 (18)



16 Dreidimensionaler harmonischer Oszillator

a) Wir verallgemeinern zunéchst die Leiteroperatoren fiir 3 Dimensionen:

a; = %A L 5 At — mw A._LA 19
7 2h ( 1 + p’L) az 2h (xl mwpl) ( )
h hAmw
T = ol a N, — At 20
T e G pi =iy —5—(a; — &) (20)
mit den Kommutatorrelationen [a;, d;] = 0;; und [dg), EL;T)] = 0. Daraus kann L; = €ijkT Dk
berechnet werden
L; = —ihe;jalan (21)
L,= zh(&zdw —atay,) (22)
L% = (L,)* + (L,)* + (L.)? (23)
= 12 (2(ﬁxﬁy Ry + fafiy + g + Ry F )
— (af? +al?)a? — (af? + al?)ay — (al? + &Lz)@) (24)

Mit n = n, + 7, + 7, kann L2 auf folgende Form gebracht werden

12 = 2 <ﬁ(ﬁ Y &?@3) (25)
4,J

b) Der Hamiltonoperator des 3 dimensionalen harmonischen Oszillators ldsst sich in 3

unabhéngige harmonische Oszillatoren zerlegen:

A2 1
H= 2p_m + émwf'z (26)

3
= hw (dax +ala, +ala, + 5) (27)



Daher lauten die Energieeigenwerte in Analogie zum 1-dim harmonischen Oszillator

E:Zhw (n+3) (28)

=1

3
:hw(nm—l—ny—l—nz—l—i) (29)

und der Eigenraum zum Energieeigenwert £ = 5hw/2 wird dementsprechend geméf
Ng +ny +n, =1 (30)
durch folgende Eigenvektoren |n,n,n.) aufgespannt:
1100) |010) |001) (31)

In dieser Basis kann L, wie folgt angeschrieben werden

0 -1 0
L.=ih|1 0 0 (32)

0 0 0

und hat die Eigenwerte (Am) und Eigenvektoren
m =1 Mn+>::-3;(\100>—+z\010>) (33)
V2

m=0 |mg) = 1001) (34)

1
m=—1 Im_) = —(|100) — |010) ) (35)

V2

Der einzig mogliche Messwert fiir L2 lautet h2[(I + 1) = 2h2. Wir erkennen somit, dass

die Zustédnde |my ), |mo) und |m_) den | = 1 Unterraum (p-Orbital) aufspannen.

c) Fir F = Thw/2 ergibt sich
Ng + Ny +n, =2 (36)
und somit folgende Basis:

1200)  [020)  [002)  |110)  [101)  |011) (37)



In dieser Basis kann L2 wie folgt angeschrieben werden

2
-1

12 = 2p? -1

-1
2
-1

—1
—1

(38)

L2 besteht also aus 2 (3 x 3)-Blockmatrizen, wobei eine davon bereits diagonal ist. Daraus

konnen wir erkennen, dass [110), [101) und |011) Eigenzustéinde von L2 mit dem Eigen-

wert 612 (d.h. [ = 2) sind.

Die andere (3 x 3)-Matrix muss noch diagonalisiert werden und liefert nach kurzer Rech-

nung folgende Eigenwerte und Zustande:

=2 l=2),
|l:2>2
1=0 1= 0)

1

E( 1200) — [020)) (39)
1

E( 1200) — 002) ) (40)

L( 1200) + [020) + [002)) (41)

V3

Der Energieunterraum E = Thw/2 besteht also aus 2 Drehimpulsunterrdumen [ = 0 (s-
Orbital) und | = 2 (d-Orbital), wobei wie beim Coulomb-Potential das s-Orbital einfach
und das d-Orbital 5-fach entartet ist. Im Allgemeinen ist die Entartung des Drehimpuls-

unterraumes (27 + 1).



(a) 3D harmonischer Oszillator (b) Coulomb Potential
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Abbildung 1: Energieniveaus des 3D harmonischen Oszillators (a) im Vergleich zum Coulomb
Potential (b) (Quelle: Faber, Leeb: Skriptum zur Atom-, Kern und Teilchenphysik T)

Anmerkung: Die Energieniveaus des harmonischen Oszillators werden mit der Quanten-
zahl n = 2n, + [, die des Coulomb Potentials mit n = n, + [ + 1 beschrieben (gem. Losung der
Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten). Zur Bezeichnung der Orbitale gibt es jedoch beim
harmonischen Oszillator und beim Coulomb Potential verschiedene Konventionen.

Die Orbitale des Coulomb Potentials werden durch (n)(l) beschrieben, wobei fiir die Haupt-
quantenzahl n Ziffern und fiir die Drehimpulsquantenzahl [ die Buchstaben {s,p,d, f,g,h...}
verwendet werden (Bsp.: 1s,2s, 2p, 3s, 3p, 3d).

Die Orbitale des harmonischen Oszillators werden durch (n,+1)(l) beschrieben, wobei fiir
die radiale Quantenzahl n, Ziffern und fiir die Drehimpulsquantenzahl [ die Buchstaben
{s,p,d, f,g,h...} verwendet werden. (Bsp.: Das Energieniveau n = 2n, + 1 = 2 kann durch
(n, =1,1=0)und (n, =0, 1 =2) erreicht werden. Da die Orbitale nicht durch (n) sondern
mit (n,+1) beschrieben werden, ist die erste Quantenzahl der beiden Orbitale verschieden = 2s
und 1d.



