
2. Prüfung VU Quantentheorie I, 29.01.2021

1.Beispiel (16 Punkte - 45 min Arbeitszeit)

Gegeben sei eine Ortswellenfunktion des Elektrons in einem Wasserstoffatom

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶
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wobei 𝑟 =
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𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2. Die normierten radialen Eigenfunktionen 𝑅𝑛,𝑙(𝑟) sowie

die Energieeigenwerte dürfen Sie als bekannt annehmen. Nützliche Formeln:
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cos2(𝜑)− sin2(𝜑) = cos(2𝜑).

a) Wie sind die radialen Eigenfunktionen 𝑅𝑛,𝑙(𝑟) und die Kugelflächenfunktio-
nen 𝑌 𝑚

𝑙 (𝜃, 𝜑) jeweils für sich im Ortsraum normiert? Schreiben Sie dazu die
expliziten 𝐿2-Normintegrale an (ohne diese zu berechnen).

b) Bestimmen Sie die Normierungskonstante 𝐶.

c) Wie groß sind die Wahrscheinlichkeiten bei einer Energiemessung an 𝜓 die
Energieeigenwerte 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 und 𝐸4 zu erhalten? (𝐸1: Grundzustandsenergie)

d) Nehmen Sie nun an, dass Sie bei einer Energiemessung den Messwert 𝐸4 er-
halten. Mit welchen Wahrscheinlichkeiten erhalten Sie bei einer unmittelbar
darauf folgenden Messung von 𝑚𝑙 die dafür möglichen Messwerte?

e) Bestimmen Sie die Parität der Wellenfunktion 𝜓 (Rechnung oder Begründung
notwendig).

f) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit an 𝜓 für das Messgrößenpaar {𝐿2, 𝐿𝑧}
den Wert {6~2,−2~} zu messen.



2.Beispiel (17 Punkte - 45 Minuten Arbeitszeit)

Zum Zeitpunkt 𝑡 = 0 befinde sich ein harmonischer Oszillator mit Eigenfrequenz 𝜔,
Masse 𝑚 und Eigenzuständen |𝜓𝑛⟩ im kohärenten Glauber-Zustand
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|𝜓𝑛⟩ , 𝛼 ∈ C.

a) Zeigen Sie, dass der Glauber-Zustand |𝜑𝛼(𝑡 = 0)⟩ ein Eigenzustand von 𝑎̂ ist.
Bestimmen Sie den zugehörigen Eigenwert.

b) Berechnen Sie den Zustand |𝜑𝛼(𝑡)⟩ für einen beliebigen Zeitpunkt 𝑡 > 0. Zeigen
Sie, dass sich dieser Zustand in der Form

|𝜑𝛼(𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖𝜔𝑡/2
⃒⃒
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schreiben lässt und bestimmen Sie den Ausdruck für 𝛼(𝑡).

c) Zeigen Sie, dass der Ortserwartungswert, ⟨𝜑𝛼(𝑡) |𝑥̂|𝜑𝛼(𝑡)⟩, für 𝑡 > 0 der klassi-
schen Bewegung 𝑥(𝑡) = 𝐷 cos(𝜔𝑡− 𝛿) entspricht. Wie hängen 𝑚, 𝜔 und 𝛼 mit
𝐷 und 𝛿 zusammen?

d) Betrachten Sie die Anfangsbedingung ⟨𝜑𝛼(0) |𝑥̂|𝜑𝛼(0)⟩ = 𝑥𝑈 , wobei 𝑥𝑈 > 0
ein Umkehrpunkt ist. Bestimmen Sie 𝛼, sodass der Glauber-Zustand diese An-
fangsbedingung erfüllt.

e) Zu welchem Zeitpunkt 𝑡 > 0 erreicht dieser Glauber-Zustand [aus (d)] zum
ersten Mal 𝑥 = 0?

f) Betrachten Sie einen zweiten Glauber-Zustand |𝜑𝛽(𝑡 = 0)⟩. Berechnen Sie
| ⟨𝜑𝛽(𝑡 = 0) |𝜑𝛼(𝑡 = 0)⟩ |2 (vereinfachen Sie dazu die auftretenden Summenaus-
drücke). Was können Sie anhand Ihres Ergebnisses über die Orthogonalität von
Glauber-Zuständen sagen?

Hinweise:
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3.Beispiel (17 Punkte - 45 Minuten Arbeitszeit)

Der Hamiltonoperator eines Systems mit zwei (unterscheidbaren) Spins 𝑠 = 1/2,
das unter dem Einfluss eines Magnetfelds 𝐵⃗ = 𝐵𝑒⃗𝑧, mit 𝐵 > 0, steht und eine
ferromagnetische Wechselwirkung unter den Spins aufweist, ist durch

𝐻 = −𝜇⃗ · 𝐵⃗ − 4𝛽

~2
𝑆⃗(1) · 𝑆⃗(2)

gegeben, wobei 𝛽 > 0, 𝑆⃗(𝑖) ist der Spinoperator zum Spin 𝑖, 𝜇⃗ = 𝜇⃗(1) + 𝜇⃗(2) ist das
magnetische Moment des Gesamtspins 𝐽 = 𝑆⃗(1)+ 𝑆⃗(2) und 𝑒⃗𝑧 ist der Einheitsvektor
in 𝑧-Richtung ist. Es gilt 𝜇⃗(𝑖) = −|𝛾|𝑆⃗(𝑖).

a) Zeichnen Sie die Punktdiagramme der Drehimpulsaddition für die beiden Spins
sowohl in der 𝑗/𝑚𝑗 als auch in der𝑚(1)

𝑠 /𝑚
(2)
𝑠 -Ebene und verbinden Sie in beiden

Diagrammen Zustände mit konstantem 𝑚𝑗 durch Linien.
b) Schreiben Sie nun den Hamiltonoperator 𝐻 in der gekoppelten Basis

{
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, 𝐽2, 𝐽𝑧} an und berechne Sie damit alle Eigenwerte und die

dazu gehörenden Eigenvektoren.
c) Wie lautet der Grundzustand in der Produktbasis
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beiden Spins demnach relativ zum 𝐵-Feld ausgerichtet?
Hinweis: Sollten Sie (a,b,c) nicht gelöst haben, rechnen Sie bei (d,e,f) mit
allgemeinen Ausdrücken weiter, also 𝐸𝑗,𝑚𝑗

= ~𝜔𝑗,𝑚𝑗
.

d) Nehmen Sie an, das System befinde sich zum Zeitpunkt 𝑡 = 0 im Zustand
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. Geben Sie die Zeitentwicklung des

Zustands |𝜒⟩ für alle Zeiten 𝑡 ≥ 0 an.

e) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür bei einer Messung von 𝐽2 an |𝜒⟩
zu einem beliebigen Zeitpunkt 𝑡 ≥ 0 den Wert 2~2 zu erhalten.

f) Berechnen Sie den Erwartungswert ⟨𝜒(𝑡) |𝐽𝑧|𝜒(𝑡)⟩ für alle Zeiten 𝑡 ≥ 0.

Clebsch-Gordan Tabelle: Eine Wurzel über jedem Koeffizienten ist mitgemeint, d.h.
±1/2 meint ±

√︀
1/2.

Viel Erfolg!


