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24. Drehungen im Spin-Raum 1+2+1=/ Punkte

Betrachten Sie den Rotationsoperator RQ(Q) im Spin-1/2 Raum , der eine Drehung des Spins
um die a-Achse (o = x,y, z) mit dem Drehwinkel § beschreibt: R, (0) = exp(—760S5s)

a) Berechnen Sie explizit die Wirkung dieses Operators auf den Zustand |1) fiir eine Drehung
mit dem Winkel § = 7/2 um die y-Achse.

b) Wir betrachten jetzt zwei Drehungen nacheinander, zuerst um die y-Achse, danach um die
x-Achse, beide mit einem Winkel 7 /2. Berechnen Sie die Wirkung dieser Drehungen auf den
Zustand |1), also R,(0)R,(0)|1). Was bekommen Sie, wenn Sie die Ordnung der Drehungen
dndern, also Ry, (#)R.(0)[1) berechnen? Kommutieren die Drehungen miteinander?

c) Betrachten Sie jetzt den Eigenzustand des S, Operators zum Eigenwert /2. Benutzen Sie
explizit den Rotationsoperator, um eine Drehung um z-Achse mit dem Drehwinkel 6§ =
7/2 auf diesen Zustand anzuwenden. Danach wird an dem gedrehten Zustand S’y gemessen.
Bestimmen Sie mogliche Messergebnisse und deren Wahrscheinlichkeiten. Was kénnen Sie
iitber den gedrehten Zustand sagen?

25. Zeeman Splitting 2+2=/ Punkte

Sie haben in der Vorlesung gelernt, wie man Eigenfunktionen v,,;,,, des Wasserstoffatoms im Orts-
raum bekommt und was die dazugehorigen Eigenenergien und deren Entartungen sind. Wir ha-
ben auch in Spin-Raum viel geiibt. Jetzt sammeln wir die zwei Teile der Elektron-Wellenfunktion
zusammen und bilden folgende Produktzusténde: |,,) ® |s, ms), die eine Basis in Hilbertraum
Hr ® Hs bilden. Der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms H (ohne Spin-Bahn Kopplung)
ist diagonal in Spin-Raum und {H,L? L., S% S.} ist ein vollstindiger Satz kommutierender
Observablen. Daher sind die obigen Produktzustinde die Eigenbasis des Hamilton-Operators in
dem Produkthilbertraum. Da Elektronen einen Spin s = 1/2 haben, werden wir die Notation
vereinfachen und die Basiszustéinde mit [ty )|ms) = [Unim) @ |s, ms) beschreiben.

Betrachten Sie ein Wasserstoffatom, an welches ein Magnetfeld B = (0,0, B,) angelegt wird.
Durch die Wechselwirkung von magnetischem Moment und Magnetfeld kommt es zu einem
zusétzlichen Term im Hamilton-Operator:

Hp = %Bé. (E+2S) (1)

Dabei ist up das Bohrsche Magneton, L der Bahndrehimpuls und S der Spin des Elektrons.

a) Berechnen Sie die Energie-Eigenzustinde, sowie die Eigenenergien des entstehenden Systems.
Bestimmen Sie die Entartung fiir n = 1 und n = 2 im Falle schwacher Magnetfelder (|B,|
klein).



b) Wir betrachten einen Zustand |¢o) zum Zeitpunkt ¢ = 0:

s )= 2 Waao) (1) + 1)+ o0 4 @
WO ¥y, 1.m die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms zu den Quantenzahlen n (Hauptquan-
tenzahl), [ (Drehimpulsquantenzahl) und m (Magnetquantenzahl) sind. | 1) und | |) be-
zeichnen jeweils Spinquantenzahl ms; = 1/2 und mys = —1/2. Bestimmen Sie fiir folgende
Operatoren die moglichen Messwerte, jeweiligen Wahrscheinlichkeiten, sowie die assoziierten
kollabierten Wellenfunktionen: H, L,, L?, S,, Hp. Beachten Sie, dass es sich bei H um den
vollsténdigen Hamiltonoperator des Systems (inklusive Hp) handelt.

o) = ghina ) 1)+

26. Das Helium-Atom 242 +2* =244 Punkte

Wir untersuchen zunéchst die Schriodingergleichung fiir ein einzelnes Elektron um einen Helium-

Kern.

a) Geben Sie die Energie-Eigenbasis fiir ein Elektron mit Spin 1/2 an, welches an einen Helium-
Kern gebunden ist. Gehen Sie dazu davon aus, dass der Kern eine unendliche Masse und
Elementarladung +2 hat. Wie dndern sich die Eigenfunktionen und Energien gegeniiber dem
Wasserstoffatom?

Weiter betrachten wir einen Helium-Kern, in dessen Néhe sich zwei Elektronen aufhalten, welche
allerdings nicht miteinander wechselwirken. Quantenmechanische, ununterscheidbare Teilchen
haben Vertauschungssymmetrien, die zu einigen der seltsamsten Phinomenen der Physik fiihren.
Speziell bleibt Physik unter Vertauschung zweier ununterscheidbarer Teilchen gleich. Zum einen
gibt es Bosonen, bei denen sich die Wellenfunktion unter Vertauschung zweier Teilchen nicht
dndert, zum anderen Fermionen, bei denen eine Vertauschung einen Faktor —1 generiert.

b) (Bonuspunkte) Betrachten Sie eine direkte Produktbasis fiir 2-Teilchen-Zusténde, welche aus
zwei diskreten (fiir den Moment endlichen, zB. Dimension = 3) 1-Teilchen-Basen gebildet
wird. Zeigen Sie, dass der Raum der Zweiteilchenzusténde als direkte Summe eines bosoni-
schen und eines fermionischen Raumes gebildet werden kann. Welcher der beiden Riume ist
groBer (hat eine hohere Dimension)? Wenn Sie mochten, iiberlegen Sie sich, ob fir n > 2
Teilchen die Produktbasis immer noch als direkte Summe einer bosonischen und einer fermio-
nischen Basis geschrieben werden kann. Uberlegen Sie auBerdem, wie sich das Pauli-Prinzip
(Verbot zweier Fermionen im selben Zustand) aus der Antisymmetrie der Wellenfunktion
ableiten l&sst.

c) (Bonuspunkte) Berechnen Sie nun die Energiecigenwerte fiir zwei Elektronen sowie die Ent-
artungen fiir den Grundzustand, den ersten angeregten Zustand und den zweiten angeregten
Zustand des nicht-wechselwirkenden Helium Atoms. Beachten Sie, dass Elektronen Fermio-
nen mit Spin 1/2 sind. Wie wiirden sich die Ergebnisse &ndern, wenn Sie stattdessen von
fiktiven, bosonischen Spin 0-Elektronen ausgingen?

Hinweis: Das Zihlen von Mehrteilchenzustinden im fermionischen wie im bosonischen Fall
sollte reduzierbar sein auf das Zihlen von Teilchen pro Zustand, es gibt keine Unterschei-
dung "welches Teilchen wo” ist. Welche Besetzungen fiir Zustinde erlaubt sind, wird vom
Charakter (bosonisch oder fermionisch) der Teilchen bestimmit.

Frohe Weihnachten und ein schones neues Jahr!



