Statistische Physik I (SS 2020): Tutorium 7

19. Zwei-Moden-Verschrinkung

Gegeben sei ein System aus zwei harmonischen Oszillatoren mit Frequenzen w, und wp und mit
jeweiligen Basiszustédnden |n)4 und |n)p. Der Dichteoperator des Gesamtsystems sei

p=UNT, W) =VI-XD> A ma®[n)s, 0<A<L (1)
n=0

(a) Berechnen Sie den reduzierten Dichteoperator p4 des Subsystems A. Vergleichen Sie p4 mit dem
kanonischen Dichteoperator eines einzelnen harmonischen Oszillators aus der Vorlesung. Welche
“Temperatur” kann p4 zugeordnet werden?

pa=5Spp{p} =(1-2A Z/\ = Spp{|n)a(m| @ |n)p(ml} = (1 - A ZA”IH (2)

n,m

Der in der VO hergeleitete kanonische Dichteoperator eines einzelnen harmonischen Oszillators
lautet >0 p, [n)(nl, mit p, = e A (1 — e=AM) wobei B = (kpT)~*

Eine “effektive” Temperatur kann dann durch die Gleichung
(1= X)A" = g Pernho (] — gmPehiery —y )\ = e Pl — Bg = —(hw) ' In A
definiert werden.

Daher findet man: To.g = — k.Bhf;l -

(b) Sind p und p4 rein oder gemischt? Berechnen Sie die Entropie von p und von j4.
p entspricht -per Konstruktion- einem reinen Zustand (d.h., dem Zustand |¥)). Daher: S[p] =
Haufiger Fehler: In den am 17.05 abgegebenen Losungen wurde es manchmal nicht sofort er-
kannt, dass p einem reinen Zustand entspricht. Dass das der Fall ist, ist es eigentlich direkt aus
der Definition p = |¥)(¥|, wobei |¥) ein spezifischer Zustand des Systems ist, ersichtlich.

Die Entropie von pa lautet:
S[pal/kp = =Sp{palnpa} = —=(1=A) D> X" [nIn A +In(1 — )]

Aln A (3)

:—1n(1—)\)—m

wobei die folgenden Summen benutzt wurden
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20. Variationsrechnung: quartisches Potential

Gegeben Sei ein 1D klassisches Gas mit N > 1 Teilchen in einem quartischen Potential. Die Hamil-
tonfunktion ist durch

2m
i=1

H(g,p) = f: (pg + Aq?) (5)

gegeben. Fiir dieses Problem soll die freie Energie F' durch Variationsrechnung approximativ bestimmt
werden. Betrachten Sie dazu das einfachere Testsystem mit Hamiltonfunktion

N 2
* b
a0 =3 (4 + gt ) 0
=1

und einer variablen Fallenfrequenz ws.

(a) Berechnen Sie zuerst die kanonische Zustandssumme Zj; und die freie Energie F** fiir das einfache
harmonische System H*(q, p).

_ [d¥pdVa (_H*(q,p)): 1 (kBT)N.

7% = P, =T o
K NIpN P kpT N\ 7w,

" " e kT
F* = —kgTnZ = —kgTNIn (N ﬁi )
(b) Bestimmen Sie aus der Ungleichung (siche Vorlesung)
F<F*+(H-H"), (1)

einen approximativen Ausdruck fiir die freie Energie F', indem Sie die rechte Seite als Funktion
von w, minimieren, d.h. F ~ F,, = min{F* + (H — H*) ,+|w, > 0}.

" ekgT
F :—NkBTln(N,fw*),

1 dVpdNzx H*(q,p)
H*) e = —v H" —————= | = NkgT
1 [dVpdzx H*(q,p) kpT  3A(kpT)?
H) « = ——H B — =N .
) = 7= | N H@pexp ( ksl ) [ 2 m2wh }
Wir suchen das Minimum von F* + (H — H*):
0 NkgT 12NA(kgT)?
F*+(H—-H")) = — =0.
O (744 2 Wi m2w? 0

Daraus folgt
<12AkBT> 1/4
Wy = | ——— ,

" \/%(kBT)?’/T } .
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(¢) Berechnen Sie nun auch die exakte kanonische Zustandssumme Zx und die freie Energie F' fiir
das Gas im quartischen Potential [Gleichung (5)] und vergleichen Sie das Ergebnis fiir F' mit dem
Resultat der Variationsrechnung.

dVpdNzx < H(q,p)) 1 {\/27rkaT/°° < Ax4>]N
—————exp | — = - dx exp =

Ik = — -
K NN kgT NI h kpT
N
1 [VmEsTT(3) <kBT>1/4
-~ N! 2V/27h A

F = —NkgT {1 +ln [QF\(/% @;ﬁﬂwj } ~ —NkpT {0.68 +1In {W] } )

Die Variationsrechnung (8) ergibt ihrerseits

(ks T

Hinweis:
1 > 4 — =2 4 > zt 1.1
—_— d T2,2 =307, dre ™ = -T'(+)~ 1.81.
s /_OO raxte 2 o /_OO Te 5 (1)

21. Fermi-Gas in verschiedenen Dimensionen

Betrachten Sie ein nicht-wechselwirkendes und nicht-relativistisches Fermi Gas in einer d-dimensionalen
Box mit Volumen V = L% und Hamiltonoperator

(a) Berechnen Sie explizit die Zustandsdichte D(F) des Gases als Funktion der Dimension d und
vergleichen Sie das Resultat mit dem in der Vorlesung hergeleiteten Ausdruck fiir d = 3. Skizzieren
den Verlauf von D(FE) fiir kleine Energien fiir d = 1,2, 3,4. Gibt es qualitative Unterschiede?

In der Notation der VO hat man:

/ddkF(EUS\) = /dkkdﬂp(Ek) = lgzrj)/dkkle(E ) = 72;) <2m> ‘ /dE E*F F(B),

2

wo )y die Kugeloberflche in d-Dimensionen bezeichnet, und beim letzten Schritt die folgende

Variabletransformation k = |E| = QZZE verwendet wurde. Daher berechnen wir, wie in der VO:
S F(E) = gsV_mb (2m g/czE EZ" F(E) —/dED(E)F(E) (10)
~ Y emird) \ n? -
2m \ 2 gsV a—2
= D(E) - (2) 4 d a 2

Fiir d = 3 hat man I'[3] = L und daher: D(E) = 5% (h—m) VE, d.h. das in der VO hergeleiteten
Resultat.



Der Verlauf in den Fiéllen von d = 1,2, 3,4 wird in der folgenden Skizze zusammengefasst:

D

E

mit d = 1 in blau, d = 2 in rot, d = 3 in pink/magenta, und d = 4 in orange. Man merkt dass,
wenn d > 2, D(F) fir E — 0 verschwindet.

Fiir d < 2 findet man stattdessen D(E — 0) = C > 0, wobei C' = +o0 fiir d < 2.

Zusétzliche Anmerkung: Dieser Unterschied hat verschiedenen Folgen. Eine der bekannteste ist die
Stabilisation eines gebundenen Zustands fiir ein System zweier Elektronen im Vakuum (das soge-
nannten “Cooper Problem”, relevant fiir die Theorie der Supraleitung) . Der gebundene Zustand
(das “Cooper Paar”) tritt in d < 2 wegen des endlichen Wertes von D(0) sogar fiir infinitesimal-
kleine Werte einer effektiven attraktiven Wechselwirkung auf. In d > 2, wo D(0) = 0, benétigt
man stattdessen einen endlichen Wert der attraktive WW, um das Cooper Paar im Vakuum zu
stabilisieren.

Bestimmen Sie die Fermi-Energie Er des Systems als Funktion von IV und d und berechnen Sie
danach die innere Energie des nicht-relativistischen Fermi Systems in d Dimensionen bei T' = 0.
Die Fermi Energie (Er) ist von der folgenden (7" = 0) Bedingung definiert:

d
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Daher
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Die Energie bei T' = 0 lautet

Ep 4 Fr d )
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Betrachten Sie nun den Fall eines ultrarelativistischen Fermi-Gases in d Dimensionen mit Hamil-
tonoperator

Berechnen Sie auch fiir dieses System die Zustandsdichte D(E) und die Fermi-Energie Er als
Funkion von N und d. Berechnen Sie auch die innere Energie des ultrarelativistischen Fermi-
Gases in d Dimensionen bei T' = 0.



Ahnlich wie oben, findet man hier:

d 4
2

/ddkF(E‘E‘) = Q /dkkdle(Ek) - l%g)/dkkle(Ek) - 1%&) (;)d/dE BN R(B),

wobei wir beim letzten Schritt die folgende Variablentransformation |k| = k = £ verwendet haben
und, dann

_ gsV 272 (1 ! a1 _ -~ gsV d-1
ZF(E”)_ (Ch) /dEE F(E)—/dED(E)F(E)éD(E)— 2d—1cdhd7r%F(g)E

Mit derselben Prozedur berechnen wir:

Er
N:/ dE D(E) = gdsv N—
0 20-1cd ptd w21(4)

und, letztlich,
gsV
2d-1ed p4 (d 4 1) W%F(g)

Er
U:/ dE E D(E) = Bt
0

Kreuze fiir: 19a)+b); 20a)+b); 20c); 21a); 21b); 21c)



