Statistische Physik I (SS 2020): Tutorium 2

4. Prozesse im idealen Gas
Mittels der Zustandsgleichungen eines idealen Gases,

pV = NkgT und E = ;NkBT, (1)

sollen Prozesse beschrieben werden, fiir die gilt: pV7 = const.

(a) Die Teilchenzahl sei konstant. Welche Prozesse werden mit v = 0, v = 1 und v = 5/3 beschrieben?
v =1 — pV =konstant — T =konstant — isotherm.
v = 0 — p =konstant — isobar.
v =5/3 — adiabatisch, x = C,/Cy (Vorlesung).

(b) Das System werde nun von einem Zustand (p1, V1) in einen Zustand (p2, Vo) mit V2 < V4 gebracht.
Berechnen Sie fir v = 0, v = 1 und v = 5/3 die Arbeit AW (Vorzeichen?), welche fiir diese
Volumensénderung am System geleistet werden muss.

v = 0: da p = const:

Va
AW = *pl/ dV = *pl(VQ — Vl) >0 (2)
Vi
v =1: da T = const folgt
V2 V2 NkpT
AW = —/ p(V)dV = —/ B av = —NkgTlog(Va/V1) >0 (3)
Vi \%t 4
v=5/3:
Va Va
const const 1 1
AW:—/ p(V)dV:—/ dV = 4 — —— (4)
\%t |4t v 71 ‘/Q’Y ! Vvl’Y !
benutze: const/Vi71 = V;p; dann
3
AW = 5 [p2Va — p1 V1] (5)
(c) Berechnen Sie die Anderung der inneren Energie AE fiir diese 3 Prozesse.
Unabhéingig vom Prozess folgt fiir ein ideales Gas
3 3
AE = §N7€B(T2 -T)= 5 [p2Va —p1Vi]. (6)



5. Stirling-Wirmepumpe
Betrachten Sie einen Kreisprozess (Stirling-Zyklus), bei dem ein ideales Gas ausgehend von einem
Gleichgewichtszustand mit Temperatur 77 und Volumen V; folgende Schritte durchlauft:

I) isotherme Kompression (gekoppelt an Wirmebad mit Temperatur 7})

)
IT) isochore Abkiihlung (bei Volumen V5) durch Kopplung an Wérmebad mit Temperatur 7o < T3
III) isotherme Expansion (gekoppelt an Wérmebad mit Temperatur T5)

)

IV) isochore Erwédrmung durch Kopplung an Warmebad mit Temperatur T}

Die Zahl der Atome N im Gas bleibt konstant.

(a) Skizzieren Sie den Prozess im pV- und im 7T'S-Diagramm und geben Sie (ohne Rechnung) das
Vorzeichen der in jedem Schritt am System geleisteten Arbeit AW;, (i =LILIILIV) und der in
jedem Schritt vom System aufgenommenen Warmemenge AQ; an.

Die Zustandsgleichungen eines idealen Gases sind

oV = NkgT, E=>3

= -NkpT
5V B
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und seine Entropie ist

S=S(E,V,N) :k:BN{;—Hog

mit einer Konstanten C' = [m/(37h?)]3/2.
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Achtung: Fiir die Losung dieser Aufgabe sind die exakten Ausdriicke fiir p und S nicht notwendig.
Die Skizze im pV-Diagramm kann man sich direkt aus der thermischen Zustandsgleichung, p ~
T/V,mit T = const. und V = const. iiberlegen. Auch das Vorzeichen der am System geleistete
Arbeit ist schnell klar: Kompression — AW > 0, isochor: AW = 0 und Expansion AW < 0.

Im T'S Diagramm sind Isothermen vertikale Linien. Bei der Kompression wird Arbeit am System
geleistet und um die Temperatur konstant zu halten muss Wéarme and die Umgebung abgegeben
werden, D.h. in diesem Schritt ist AS < 0 und die vom System aufgenommene Wéirme ist
AQ < 0 . Bei isochorer Abkiihlung ist AW = 0 und die Temperatur kann sich also nur durch
Abgabe von Wirme erniedrigen. D.h. in diesem Schritt ist AT < 0, AS < 0 und AQ < 0. Der
genaue Verlauf von T'(S) kann aus diesen Uberlegungen natiirlich nicht erhalten werden, ist aber
fiir eine Skizze nicht so wichtig.
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Berechnen Sie explizit AW, und AQ); fiir jeden Prozessschritt als Funktionen von Temperatur
und Volumen der jeweiligen Anfangs- und Endzustdnde. Benutzen Sie dazu die thermische und
kalorische Zustandsgleichung.

AW = NkgTilog(V1/Va) > 0, AQr = —AW; = —NkpT; log(Vy/V2) < 0 (die Energie des
Gases bleibt gleich bei T'= T} = const);

AW =0 (bei V = Vo = const ist keine Arbeit geleistet), AQy = AE = —%Nk:B(Tl —T5) < 0;
AW = —NkpTs log(Vl/Vg) <0, AQIII = AW > 0;

AWI\/ = 0, AQIV = AEIV = %N/CB(Tl — TQ) > 0.

Leiten Sie einen Ausdruck fiir die insgesamt am System geleistete Arbeit W und fiir die Heizef-
fektivitdt
0 @

n W (8)

her, wobei @)1 die vom warmen Reservoir (T}) ans System iibertragene Wirme bezeichnet. Inter-
pretieren Sie 7. Vergleichen Sie nf einer Stirling Wirmepumpe, die mit V3 /V, = 10 zwischen
zwei Temperaturen 77 = 300 K and 75 = 270 K arbeitet, mit der direkten Umwandlung von



mechanischer oder elektrischer Arbeit in Wirme, nf = 1.
Die insgesamte Arbeit pro Zyklus ist

W = AWI + AWnrr + AWIH + AWIV = NkB(Tl — TQ) log(Vl/Vg) >0

(Arbeit muss von aufien geleistet werden).
Wiéhrend seines thermischen Kontakts mit dem warmen Reservoir nimmt das System die Wirme

3
Q1 = AQ1+ AQry = —NkgTi log(Vi/Va) + §NkB(T1 —Ty)

auf.

Héaufiger Fehler in den abgegebenen Beispielen: AQry (d.h., die Warme, die ans System wihrend
der isochoren Erwirmung durch Kopplung an das Warmebad mit der Temperatur 77 iibertragen
wurde) wurde oft in der Rechnungen vergessen !!

Fiir Ty > (Th —T5) ist Q1 < 0 ist. Das bedeutet, dass Wirme vom System an das warme Reservoir
abgegeben wird.

Die Heizeffektivitit ist dann

w_ NkgTilog(Vi/Vo) = SNkp(T1 —To) T
Nk?B(Tl —TQ) log(Vl/Vg) (Tl —Tg)

] > 1.
Fiir das angegebene Beispiel ist 77 = 9.35 ~ 10 > 1.

6. Thermodynamische Potentiale: ideales Gas
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gegeben (wird spéter in der Vorlesung hergeleitet).

Die Entropie eines idealen Gases ist durch

S=S(E,V,N)=kgN , (9)

(a) Leiten Sie aus der Entropie den Ausdruck fiir die Energie E = E(S,V, N) eines idealen Gases her.
Zeigen Sie: E(S,V, N) ist extensiv.
Durch elementares Auflésen von S nach E folgt:

2/3
E=N (VJ'VC> 3 (8/(kaN)=3) (10)

C = [4mm/(3h2)]3/? und E(AS, \V,AN) = AE(S,V, N).

(b) Leiten Sie entweder aus der Entropie oder der Energie einen Ausdruck fiir die Temperatur 7" ab
und bestimmen Sie daraus die kalorische Zustandsgleichung E(T, N).
Aus dem Ausdruck fiir die Energie folgt

2/3
7= (9B (NN O a(siwemg) _ 2 E_ (1)
98 )y n Ve 09 3 kpN

Aus der Entropie folgt
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In beiden Féllen erhilt man sofort £ = %kBN T.
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(¢) Leiten Sie einen (kompakten) Ausdruck fiir die Gibbs-Energie G = G(T, p, N) eines idealen Gases

(e)

durch Legendre Transformationen aus der Energie her. Welche Information geht bei der kalorischen
Zustandsgleichung F(T, N) im Vergleich zur Legendre transformierten Gibbs-Energie verloren?
Hinweis: Benutzen Sie die thermische Wellenldnge Ay = \/h?/(2rmkgT’) zur Vereinfachung der
Ausdriicke.

Die Gibbs-Energie G(T', p, N) ist die Legendre Transformierte der Energie: G(T,p, N) = E—TS+
pV (T ist konjugierte Variable zu S, p ist konjugierte Variable zu V'). Einsetzen der kalorischen
Zustandsgleichung ergibt

G(T,p,N) = S NkoT = TS(T,p, N) + pV (T, p, N) (13)

5 2rm\ ? (kpT)%
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und

S(T,p,N) =S(E(T,N),p,N) = kpN

(14)
5 kgT
=kpN |- +log ()}
B {2 A3p
V' als Funktion von T, p, N ist aus der thermischen Zustandsgleichung bestimmt.
__(9E) _2E
P=m\ov )y~ 37
Daraus folgt die thermische Zustandsgleichung pV = NkgT oder V(T,p,N) = NkgT/p.
Insgesamt
3 5
2 2 (kgT)z kT
G(T.p N) = —NkpT log [ ()" B8R\ np o7 1g Bl (15)
h? p A

In diesem Ausdruck fiir G(T, p, N) ist die Abhéngigkeit von allen drei Variablen explizit enthalten.
Man kann dann S und V als partielle Ableitungen von G finden. Im Gegenteil, in der kalorischen
Zustandsgleichung erscheint Energie als eine Funktion nur zweier Variablen. Deshalb kann man
z.B. aus E(T, N) nicht mehr die thermische Zustandsgleichung ableiten, —p # 0FE/JV, und man
kann die kalorische Zustandsgleichung auch nicht als Ausgangspunkt fiir Legendre Transformatio-
nen benutzen.

Beniitzen Sie die Resultate aus (a)-(c) und zeigen Sie explizit, dass die Euler-Relation
E=TS—-pV +uN

fiir ein ideales Gas erfiillt ist.
Verwenden Sie, z.B., G(T,p, N) = uN und den Ausdruck von S(T,p, N) von oben.

Quasistatische adiabatische Prozesse in einem idealen Gas mit konstanter Teilchenzahl werden
durch pV*1 = const. im pV-Diagramm und durch pT"? = const. im pT-Diagramm beschrieben.
Leiten Sie die Werte der Isentropenexponenten x; und xo direkt aus Gleichung (9) ab.

Da diese Transformation reversibel ist, ist sie auch isentrop (cf. Bsp. 2d, 1.Tutorium):
0Q =TdS =0— dS =0.

Daher bleibt die Entropie des idealen Gas, gegeben in Gl. (9), erhalten.



Trafo im pV-Diagramm: Aus der kalorischen Seien und der thermischen Zustandsgleichung finden
wir E = 3/2pV. Dadurch erhalten wir aus Gl. (9) einen Ausdruck fiir S(p,V, N). Fiir konstante
Teilchenzahl ist dieser Ausdruck genau dann konstant wenn gilt

S = const. &= p2V'3 = const. & pV'3 = const. (16)

Trafo in pT-Diagramm: Die entsprechende Bedingung fiir adiabatische Prozess kann nun direkt
aus pV% = konst. abgeleitet werden, indem man V ~ T'/p substituiert. Man erhélt

p_%T% = const. = pT_% = const.

Kreuze fiir: 4(a)-(c), 5(a), 5(b)-(c), 6(a)-(b), 6(c)-(d), 6(e)



