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25 Quantensysteme

Die Dichtematrix eines Systems bestehend aus zwei unterscheidbaren Spins sei

@) A=l Mal2l + [L[l2)1l{2]) /2
(i) A =(1Tl12)M1lh2] = PI12)MalC2] = [TDIL2) M1 T2] + 1T 2) 1]
+ Nlt2)altel = Lol t2)X bl = Lol Kte] + L) [2)XAa <)) /4.

Die Teilspur einer Matrix A iiber Zusténde des Systems 2 ist definiert durch tro{A} := (15|A|12)+
{l2|All2) und analog fiir die Teilspur iiber Zustéinde des Systems 1. Die Teildichtematrizzen der
Teilsysteme sind dann gegeben durch die Teilspurbildung {iber das jeweilige Restsystem p; :=

tro{p}, po := tr1{p}.

(a) Berechnen Sie die Dichtematrizzen p; und po der Teilsysteme fiir die Gesamtsysteme (i)
und (ii) in der Bra-Ket Schreibweise. Stellen Sie anschliefiend die Dichtematrizzen p in der
Basis B = (|T)|12), [LT2), [T)]l2), [11)]12)) als 4 x 4 Matrizzen und die entsprechenden
Teildichtematrizzen p,, in der Basis B, = (|1,),]ln)) als 2 x 2 Matrizzen dar.

(b) Berechnen Sie fiir die Félle (i) und (ii) die von Neumann Entropie der Teilsysteme S,, =
—tr{pp log p,} sowie die des Gesamtsystemes S = —tr{plog p}. Zeigen Sie, dass die Subad-
ditivitdt S < S + S92 in beiden Féllen stets erfiillt ist. Wann gilt Gleichheit?

26 Gemischtvalenter Eisen(III) Komplex im Tight-Binding Modell

Wir betrachten einen Eisen(III) Komplex, bestehend aus zwei Fe*' Tonen in einem elektrischen Feld
der Stérke &, die sich ein zusétzliches Elektron e teilen. Im Tight-Binding Modell ist der Zustand
des zusétzlichen Elektrons auf die Positionen 1 und 2 des ersten beziechungsweise zweiten Fe Ions
beschrankt. Das elektrische Feld sei positiv in Richtung 12 definiert. Der kinetische Energiebeitrag
—h?V?/2m wird durch den Beitrag —J/2 < 0 zwischen jenen Zustinden modelliert, zwischen
denen ein Elektronentransfer stattfindet, also

AHE)[2) = QIAE)|1) = —J /2.
Die elektrostatische Energie im elektrischen Feld hdngt nur von der Elektronenposition ab
CUH(E)|L) = —(2|H(E)[2) = —&d/2.

(a) Schreiben Sie den Hamiltonoperator H(E) in der Basis B = (|1),]2)) als 2 x 2 Matrix
und zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme Zx(8,E) = tr{exp[—BH(E)]} durch
2 cosh(B7y/2) mit 4% = £2d? + J? gegeben ist.
Hinweis: Sie brauchen nur die Eigenwerte einer Matrix fiir die Spurbildung.

(b) Finden Sie die freie Energie F(T, &) als Funktion der Temperatur T und der elektrischen
Feldstéirke £. Zeigen Sie, dass sie fiir kleine elektrische Feldstérken gegeben ist durch F(3,0)—
tanh(BJ/2)E%d? /4.

(c) Finden Sie den Erwartungswert (D)e des Dipoloperators D = —d/2( — |L)(1] + [2)(2])
als Funktion von Temperatur 7" und elektrischer Feldstirke £ mithilfe der Methode aus
Aufgabe 18 als Ableitung 0F\(8,E)/dA|x=o der freien Energie eines Systems mit dem para-
metrisierten Hamiltonoperator Hy(E) = H(E) + AD. Zeigen Sie, dass die Polarisierbarkeit
o = limg_,o(D)g/E durch tanh(8.J/2)d?/2J gegeben ist.

27 Wechselwirkende Spins

Der Hamiltonoperator eines Systems bestehend aus zwei unterscheidbaren und wechselwirkenden

Spins lautet H=-2] 5'1 Sg mit den Spin Vektor-Operatoren S = (Sm, Syn, S n) und
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(a) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator in der Basis B = ((|11)[l2)—[L1)[12))/v2, (|T)|l2) +
LI12))/V2, [11)112), [L1)]l2)) diagonal ist. Wie heifen die Elemente dieser Basis? Berech-
nen Sie in dieser Basis die (nicht-normierte) kanonische Dichtematrix p = exp{—SH} und
verifizieren Sie, dass die kanonische Zustandssumme Zk (£) durch 3e€ + e3¢ mit & = Bh%.J /2
gegeben ist.

(b) Finden Sie die Erwartungswerte (S;),(S5) und (8; - §5) abhingig von der Temperatur 7.
Zeigen Sie, dass es zwar keine ausgezeichnete Richtung gibt und damit (S,,) = 0, sehr wohl
aber eine Korrelation der Richtungen zwischen den Spins (S - S2), welche gegeben ist durch

B2 (3¢ — 3e738) ) Z (£).

28 Hubbard Modell — Computeraufgabe

Wir erweitern das Tight-Binding Modell um ein Elektron. Um die Ununterscheidbarkeit und den
Spin-Freiheitsgrad der beiden Elektronen zu beriicksichtigen, schreiben wir nicht den Zustand der
einzelnen Elektronen an, sondern geben die Besetzung n;, € {0,1} der mdoglichen Zusténde an.
Die Zahl n;, bezeichnet die Besetzung des i-ten Platzes mit einem Elektron mit Spin o € {1, |}.
Die Zusténde eines Systems mit zwei Plédtzen werden daher mit |niy,n1),n2y,ne;) bezeichnet.
Der Zustand mit einem up-Elektron auf Platz 1 und einem down-Elektron auf Platz 2 lautet zum
Beispiel [1001).

Wir betrachten das kanonische Ensemble mit einem up-Elektron und einem down Elektron. Be-
finden sich ein up-Elektron und ein down-Elektron am selben Platz ergibt sich eine positive elek-
trostatische Abstofungsenergie 2U:

(1100| Hy|1100) = 2U.
Wie im Tight-Binding Modell, wird der kinetische Energiebeitrag —h?V?/2m durch den Beitrag

—J/2 < 0 zwischen jenen Zustédnden dargestellt, die sich in genau einem Elektron und einem Platz,
nicht aber im Spin unterscheiden:

(1001|H|1100) = —(0110|H{y|1100) = —J /2.

Die unterschiedlichen Vorzeichen kommen von den fermionischen Antikommutatorrelationen. Die
restlichen nicht-verschwindenden Elemente von Hj ergeben sich durch Vertauschung der Plitze 1
und 2 sowie durch konjugierte Transposition.

(a) Stellen Sie den Hamiltonoperator Hy ohne #uferes elektrisches Feld in der Basis B =
(]1100), [1001), |0110), [0011)) als 4 x 4 Matrix dar und identifizieren Sie alle 10 nicht-ver-
schwindenden Elemente von Hy.

(b) Finden Sie die Eigenwerte von Hy und zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme Zyx
durch e U= 41 4 ¢ BRY) 1 ¢=BU+Y) mit 42 = U? + J? gegeben ist.

(¢) Das System wird nun einem elektrischen Feld der Stiirke € in Richtung 12 ausgesetzt und der
Hamiltonoperator lautet H(£) = Hy—&D mit dem Dipoloperator D = —d(—]1100)(1100| +
|0011)¢0011]). Definieren Sie eine Funktion, die die freie Energie aus den numerisch bestimm-
ten Eigenwerten von H (&) ermittelt und verwenden Sie diese Funktion um die Polarisierbar-
keit « = —0%F(83,&)/0E?|g—o durch numerische Differentiation mit endlichen Differenzen zu
berechnen. Plotten Sie « als Funktion von Tempartur 7" und Transferparameter J bei festem
U =1 und d = 1. Der Bereich niedriger Polarisierbarkeit heiftt Mott-Isolator Bereich.
Hinweis: Wiahlen Sie A€ fiir die numerische Differentiation nicht zu klein.

Abgabe wie in Aufgabe 12.

Formelsammlung:
FA) =X FOW)|vid(es| mit A = 3, Aivi ) vy (Matrixfunktion)
*f)ox® ~ (f(x — Az) — 2f(z) + f(z + Az))/Az® (Endliche Differenzen)

numpy.linalg.eigvalsh (python), Eigenvalues (Mathematica), eigens_by_jacobi (maxima)



