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6. Tutoriumstermin (3.6.2022)

T17. Berechnen Sie die Zustandsdichte eines idealen Quantengases in einer Box mit harten
Wänden und Kantenlänge L in D Dimensionen, mit D = 1, 2, 3. Geben Sie in allen drei
Fällen auch den Zusammenhang zwischen Energie und Druck an.

Lösung:

Um die Zustandsdichte zu berechnen, benötigen wir zunächst die Energieeigenzustände
des Systems. Die Randbedingung der harten Wände bedeutet, dass wir es mit einem
unendlich tiefen Potentialtopf zu tun haben, dessen Wände wir o.B.d.A. bei ri = 0 und
ri = L annehmen, mit i = 1, . . . , d, und d der Dimension (d = 1, . . . , 3). Die Schrödinger-
gleichung lautet dann

−
d∑

i=1

ℏ2

2m

∂2ψ

∂ri2
= Eψ ⇒ ∂2ψi

∂ri2
= −2mEi

ℏ2
ψi = −k2iψi,

mit ki :=

√
2mEi

ℏ2
, E =

∑
i

Ei

für die die Lösung bekanntermaßen

ψ =
∏
i

ψi, ψi = Aeikiri +Be−ikiri

lautet. Wir müssen nun noch die Randbedingungen berücksichtigen. Da es sich um ein
unendlich hohes Potential handelt, muss die Wellenfunktion stetig, jedoch nicht stetig
differenzierbar sein. Wir erhalten:

ψi(0) = A+B
!
= 0 ⇒ ψi(ri) = C sin(kiri)

ψi(L) = C sin(kiL)
!
= 0 ⇒ kni

=
niπ

L
, ni ∈ N

Somit sind unsere Zustände quantisiert. Im k-Raum sind diese entlang der positiven k-
Achse äquidistant verteilt und das “Volumen” eines Zustandes beträgt

Vd =
(π
L

)d

Betrachten wir nun alle Zustände innerhalb einer k-Schale mit Dicke dk, so ergibt sich die
Zustandsdichte in dieser Schale als Quotient aus der Dicke der Schale und dem Volumen
pro Zustand:

D(k) dk =
2s+ 1

2d
VdΩdk

d−1 dk



Der Faktor 2s+1 kommt hierbei von der inneren Entartung aufgrund des Spins, während
wir den Faktor 1/2d einführen mussten, da die Kugelschale sowohl Beiträge aus der po-
sitiven als auch aus der negativen k-Achsen einsammelt, wobei nur die positive Achsen
auch mit (linear unabhängigen) Zuständen besetzt ist. Ωd steht für die Winkelintegrale,
mit Ω1 = 1, Ω2 = 2π und Ω3 = 4π. Dies ist die Zustandsdichte im Wellenzahlraum. Dieses
können wir auch auf die Einteilchenergie ε umschreiben, wofür wir die Transformation

ε =
ℏ2k2

2m
⇒ dk =

m

ℏ2k
dε

verwenden. Somit finden wir für die Zustandsdichte abhängig von der Energie:

D(ε) dε =
2s+ 1

2d
Vd
Ω d

(
2mε

ℏ2

) d−2
2 m

ℏ2
dε

Für die Berechnung des Drucks verwenden wir das große Potential J . Hierbei wollen wir
den Vorfaktor Ad nennen,

D(ε) dε = Aε
d
2
−1 dε, D̂(ε) =

∫
D(ε)dε =

2

d
Aε

d
2 .

Dann gilt :

J =

∫
D̂(ε)fBE(ε)dε+ kBT ln(1− z)

Nun wissen wir aber auch, dass für den Erwartungswert der Energie gilt:

⟨E⟩ =
∫
εD(ε)fBE(ε)dε

was in die Gleichung für J eingesetzt ergibt:

J = −PV = −2E

d
+ kBT ln(1− z) ⇒ P =

2E

dV
− kBT

V
ln(1− z)

In unserem Fall gilt also:

P =
2E

dV
− kBT

V
ln(1− z), d = 1, . . . , 3

T18. Betrachten Sie das Integral

gν(z) =
1

Γ(ν)

∫ ∞

0

dx
xν−1

exz−1 − 1
, z ∈ C, ν ∈ R

(a) Zeigen Sie: für z < 1 gilt

gν(z) =
∞∑
k=1

zk

kν

Hinweis: die Umformung exz−1 − 1 = exz−1(1 − e−xz), mit e−xz < 1 ∀x ∈ [0,∞),
ist hilfreich.



(b) Zeigen Sie: für z < 1 gilt
d

dz
gν(z) =

1

z
gν−1(z)

Hinweis: Verwenden Sie ihr Resultat aus (a).

(c) Für z ≪ 1 kann man die Reihe früher abbrechen. Nehmen Sie an

PV = ag2(z), N = βag1(z)

mit a ∈ R, β = 1/(kBT ) und vernachlässigen Sie in Folge Therme O(z3). Drücken
Sie PV durch N , T und Konstanten aus.

Lösung.

(a) Es ergibt sich unter Verwendung des Hinweises

gν(z) =
1

Γ(ν)

∫ ∞

0

xν−1

exz−1 − 1
dx =

1

Γ(ν)

∫ ∞

0

xν−1

exz−1
· 1

1− e−xz
dx.

Den zweiten Bruch im Integral kann man entweder direkt als geometrische Reihe
interpretieren [1/(1 − q) =

∑
n q

n mit q = e−xz], oder durch Einfügen des Terms
1 = 1 + e−xz − e−xz in den Zähler umformen auf

=
1

Γ(ν)

∫ ∞

0

xν−1(1− e−xz + e−xz)

exz−1(1− e−xz)
dx

=
1

Γ(ν)

[∫ ∞

0

xν−1

exz−1
+ e−xz · xν−1

exz−1(1− e−xz)
dx

]
.

Das rechte Integral ist bis auf den Faktor e−xz ident zu jenem vor der Umformung,
welche sich unendlich oft wiederholen lässt und zu folgender Summe und schließlich
auch zum Ergebnis führt:

=
1

Γ(ν)

∞∑
k=1

zk
∫ ∞

0

xν−1

ekx
dx =

1

Γ(ν)

∞∑
k=1

zk

kν

∫ ∞

0

sν−1

es
ds︸ ︷︷ ︸

=Γ(ν)

=
∞∑
k=1

zk

kν

(b)

d

dz
gν(z) =

d

dz

∞∑
k=1

zk

kν
=

∞∑
k=1

kzk−1

kν
=

1

z

∞∑
k=1

zk

kν−1
=

1

z
gν−1(z)

(c) Einsetzen liefert

PV = ag2(z) = a

(
z +

z2

4

)
+O(z3),

N = βag1(z) = βa

(
z +

z2

2

)
+O(z3),



sowie

N2 = β2a2z2 +O(z3)

und führt damit zu

PV = NkBT − (NkBT )
2

4a
+O(z3)

T19. Betrachten Sie ein ideales Bose-Gas in zwei Dimensionen (ε = ℏ2k2/(2m)).

(a) Berechnen Sie das große Potential, den Druck und die Teilchenzahl. Verwenden Sie
die Zustandsdichte aus Beispiel T17, und verwenden Sie geeignete gν(z).

(b) Berechnen Sie im Hochtemperaturlimes die Gasgleichung für das Quantengas bis zur
Quantenkorrektur erster Ordnung.

(c) Gibt es für dieses System Bose-Einstein-Kondensation? Begründen Sie ihre Antwort.

(d) Berechnen Sie die Wärmekapazität des Gases bei konstantem Volumen mittels CV =
(∂TE)N,V . Hinweis: Benutzen Sie die Formelsammlung für ∂zgν(z). Geschicktes Aus-
werten von (∂TN)N,V liefert einen Ausdruck für (z−1∂T z)N,V .

(e) Leiten sie im Hochtemperaturlimes eine Quantenkorrektur erster Ordnung zum klas-
sischen Resultat für CV ab.

Lösung: (a) Wir verwenden die konstante Zustandsdichte in zwei Dimensionen aus dem
ersten Beispiel D(E) = mL2

2πℏ2 = const. Nun berechnen wir J mittels partieller Integration:

J =
∑
i

kBT ln
(
1− e−β(ϵi−µ)

)
≈

∫
kBTD ln

(
1− e−β(ϵ−µ)

)
dϵ+ Jϵ=0︸︷︷︸

kBT ln(1−eβµ)

=

= kBTDϵ ln
(
1− e−β(ϵ−µ)

)∣∣∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫
Dϵ

e−β(ϵ−µ)

1− e−β(ϵ−µ)
dϵ+ kBT ln

(
1− eβµ

)
=

= −D

β2

∫
(ϵβ)

e(βϵ)z−1 − 1
d(ϵβ)︸ ︷︷ ︸

gν(z)=
1

Γ(ν)

∫∞
0

xν−1

ϵxz−1−1
dx

+kBT ln
(
1− eβµ

)
=︸︷︷︸

Γ(2)=1

−Dk2BT 2g2(z) + kBT ln
(
1− eβµ

)

J = −PV ⇒ P = − J

V
=

D

β2V
g2(z)−

1

βV
ln
(
1− eβµ

)

⟨N⟩ = −∂J
∂µ

= −∂J
∂z

∂z

∂µ

Wir verwenden die Beziehungen:



z = eβµ ⇒ ∂z

∂µ
= βz ,

∂

∂z
gν(z) =

1

z
gν−1(z)

Es ergibt sich nun:

⟨N⟩ = D

β
g1(z) +

z

1− z

(b) Im Hochtemperaturlimes gilt : lim
T→∞

βµ = −∞ ⇒ z = eβµ ≪ 1 und für kleine z gilt:

gν(z) ≈
∑∞

k=1
zk

kν

J ≈ −D

β2

(
z +

z2

4

)
+ kBT ln (1− z)︸ ︷︷ ︸

0

N := ⟨N⟩ ≈ D

β

(
z +

z2

2

)
⇒ z = +

√
1 +

2βN

D
− 1 weil z > 0

Taylor-Entwicklung ⇒ z =
βN

D
− β2N2

2D2
+ ... ≈ βN

D

(
1− βN

2D

)
wir setzen nun z in J ein: PV = −J ≈ N

β

(
1− βN

4D

)
= NkBT

(
1− βN

4D

)
(c) Wenn wir den Niedrigtemperaturlimes betrachten, geht T → 0, z → 1. Wenn wir uns
nun unseren Erwartungswert für die Besetzungszahl ansehen, sehen wir, dass sowohl der
Term für die Besetzung des Grundzustandes, als auch der Term für die Besetzung der
angeregten Zustände divergiert. Es kommt also zu keiner BE-Kondensation.

lim
z→1

⟨N⟩ = lim
z→1

D

β
g1(z)︸ ︷︷ ︸
→∞

+
z

1− z︸ ︷︷ ︸
→∞


(d) Nun zur Berechnung der Wärmekapazität:

⟨E⟩ =
∫ ∞

0

ϵDfBE(ϵ)dϵ = . . . = Dk2BT
2g2(z)

cV = (∂TE)N,V = Dk2B
[
2Tg2(z) + T 2∂Tg2(z)

]
= Dk2B[2Tg2(z) + T 2 ∂zg2(z)︸ ︷︷ ︸

z−1g1(z)

(
∂z

∂T

)
N,V

]

Für hohe Temperaturen kann der Grundzustandsbeitrag zu ⟨N⟩ vernachlässigt werden
und wir können einen Ausdruck für ( ∂z

∂T
)N,V wie folgt finden:



(∂TN)N,V = 0 = ∂T [DkBTg1(z)] = DkBg1(z) +DkBTz
−1g0(z)

(
∂z

∂T

)
N,V

⇒
(
∂z

∂T

)
N,V

= − g1(z)z

g0(z)T

cV = Dk2B

[
2Tg2(z)− T 2z−1g1(z)

g1(z)z

g0(z)T

]
= NkB

[
2
g2(z)

g1(z)
− g1(z)

g0(z)

]
(d) Für hohe Temperaturen (kleine z) erhalten wir:

gν(z) ≈
∞∑
k=1

zk

kν

⇒ cV = NkB

[
2
z + z2/4 + . . .

z + z2/2 + . . .
− z + z2/2 + . . .

z + z2 + . . .

]
=

= NkB

[
2
1 + z/4

1 + z/2
− 1 + z/2

1 + z

]
+O

(
z2
)
=

= NkB[2(1 + z/4)(1− z/2)− (1 + z/2)(1− z)] +O
(
z2
)
=

= NkB +O
(
z2
)

Zu kreuzen: 17; 18ab, 18c; 19a, 19b, 19c, 19d, 19e


