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T17. Berechnen Sie die Zustandsdichte eines idealen Quantengases in einer Box mit harten
Wiénden und Kantenlénge L in D Dimensionen, mit D = 1,2, 3. Geben Sie in allen drei
Fillen auch den Zusammenhang zwischen Energie und Druck an.

Lo6sung:

Um die Zustandsdichte zu berechnen, benétigen wir zunéchst die Energieeigenzustinde
des Systems. Die Randbedingung der harten Wéande bedeutet, dass wir es mit einem
unendlich tiefen Potentialtopf zu tun haben, dessen Wénde wir 0.B.d.A. bei r; = 0 und
r; = L annehmen, mit ¢ = 1,...,d, und d der Dimension (d =1, ..., 3). Die Schrodinger-
gleichung lautet dann
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fiir die die Losung bekanntermaflen

v =T[vn v =Ackm 4 Be it

lautet. Wir miissen nun noch die Randbedingungen beriicksichtigen. Da es sich um ein
unendlich hohes Potential handelt, muss die Wellenfunktion stetig, jedoch nicht stetig
differenzierbar sein. Wir erhalten:

i(0) = A+ B = 0= v(r;) = Csin(k;r;)

n;m

(L) = Csin(k;L) = 0 = k,, = . n; €N

Somit sind unsere Zustdnde quantisiert. Im k-Raum sind diese entlang der positiven k-
Achse dquidistant verteilt und das “Volumen” eines Zustandes betrégt
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Betrachten wir nun alle Zustéinde innerhalb einer k-Schale mit Dicke dk, so ergibt sich die

Zustandsdichte in dieser Schale als Quotient aus der Dicke der Schale und dem Volumen
pro Zustand:
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Der Faktor 25+ 1 kommt hierbei von der inneren Entartung aufgrund des Spins, wahrend

wir den Faktor 1/2¢ einfithren mussten, da die Kugelschale sowohl Beitriige aus der po-

sitiven als auch aus der negativen k-Achsen einsammelt, wobei nur die positive Achsen

auch mit (linear unabhéngigen) Zusténden besetzt ist. Qg steht fiir die Winkelintegrale,

mit ; =1, Qy = 27 und Q3 = 4. Dies ist die Zustandsdichte im Wellenzahlraum. Dieses

kénnen wir auch auf die Einteilchenergie € umschreiben, wofiir wir die Transformation
h2k?
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verwenden. Somit finden wir fiir die Zustandsdichte abhéngig von der Energie:
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Fiir die Berechnung des Drucks verwenden wir das grofle Potential J. Hierbei wollen wir
den Vorfaktor A; nennen,
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Dann gilt :
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Nun wissen wir aber auch, dass fiir den Erwartungswert der Energie gilt:
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was in die Gleichung fiir J eingesetzt ergibt:
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In unserem Fall gilt also:
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T18. Betrachten Sie das Integral
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(a) Zeigen Sie: fiir z < 1 gilt
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Hinweis: die Umformung e*z! — 1 = e”27 (1 — e7%2), mit e *2 < 1 Vz € [0, 00),
ist hilfreich.



(b) Zeigen Sie: fir z < 1 gilt
d 1
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Hinweis: Verwenden Sie ihr Resultat aus (a).

(¢) Fiir 2 < 1 kann man die Reihe frither abbrechen. Nehmen Sie an
PV =ags(z), N = Pagi(z)

mit @ € R, 8 = 1/(kgT) und vernachldssigen Sie in Folge Therme O(z%). Driicken
Sie PV durch N, T und Konstanten aus.

Losung.

(a) Es ergibt sich unter Verwendung des Hinweises
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Den zweiten Bruch im Integral kann man entweder direkt als geometrische Reihe
interpretieren [1/(1 —¢) = ), ¢" mit ¢ = e *z], oder durch Einfiigen des Terms
1=14e""z—¢e "z in den Zahler umformen auf
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Das rechte Integral ist bis auf den Faktor e ™z ident zu jenem vor der Umformung,

welche sich unendlich oft wiederholen ldasst und zu folgender Summe und schlieflich
auch zum Ergebnis fiihrt:
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sowie
N? = B%a®2* + O(2%)
und fiithrt damit zu
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T19. Betrachten Sie ein ideales Bose-Gas in zwei Dimensionen (e = h*k?/(2m)).

(a) Berechnen Sie das grofie Potential, den Druck und die Teilchenzahl. Verwenden Sie
die Zustandsdichte aus Beispiel T17, und verwenden Sie geeignete g, ().

(b) Berechnen Sie im Hochtemperaturlimes die Gasgleichung fiir das Quantengas bis zur
Quantenkorrektur erster Ordnung.

(c) Gibt es fiir dieses System Bose-Einstein-Kondensation? Begriinden Sie ihre Antwort.

(d) Berechnen Sie die Warmekapazitét des Gases bei konstantem Volumen mittels Cy =
(OrE)n,v. Hinweis: Benutzen Sie die Formelsammlung fiir 0.¢,(z). Geschicktes Aus-
werten von (OrN )y liefert einen Ausdruck fiir (27'072)ny -

(e) Leiten sie im Hochtemperaturlimes eine Quantenkorrektur erster Ordnung zum klas-
sischen Resultat fiir C'y ab.

Losung: (a) Wir verwenden die konstante Zustandsdichte in zwei Dimensionen aus dem

ersten Beispiel D(E) = 72”%2 = const. Nun berechnen wir J mittels partieller Integration:
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Wir verwenden die Beziehungen:



z = 66‘“ = @ - 62 ) azgl’<z) _gl’_l(z)
Es ergibt sich nun:
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(b) Im Hochtemperaturlimes gilt : 71im B = —o00 = z = P < 1 und fiir kleine z gilt:
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wir setzen nun z in J ein: PV = —J = E (1 — i—D> = NkgT (1 — i_D)

(c) Wenn wir den Niedrigtemperaturlimes betrachten, geht T'— 0, z — 1. Wenn wir uns
nun unseren Erwartungswert fiir die Besetzungszahl ansehen, sehen wir, dass sowohl der
Term fiir die Besetzung des Grundzustandes, als auch der Term fiir die Besetzung der
angeregten Zustédnde divergiert. Es kommt also zu keiner BE-Kondensation.
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(d) Nun zur Berechnung der Warmekapazitét:
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Fiir hohe Temperaturen kann der Grundzustandsbeitrag zu (N) vernachléssigt werden
und wir kénnen einen Ausdruck fiir (%), wie folgt finden:
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(d) Fiir hohe Temperaturen (kleine z) erhalten wir:
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Zu kreuzen: 17; 18ab, 18c; 19a, 19b, 19c, 19d, 19e



