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13 Zustandsgleichungen (Testbeispiel 2021, 24 Punkte)

(a) Geben Sie die natiirlichen Variablen der thermodynamischen Potentiale £, F;, H und G
an. Geben Sie alle Legendre Transformationen an, die Paare dieser Potentiale ineinander

iiberfiithren. Die Transformation zwischen E und F lautet etwa: F' = E — ST mit S sodass
(OE/0S)v.Nn =T. (GP)
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(b) Kalorische und thermische Zustandsgleichung eines Stoffes seien jeweils gegeben durch

N3(kgT)? oF
I E= H‘—}g I v

mit der Konstante #. Finden Sie die adiabatische Kompressibilitit kg = —(¢V /ép)s.n/V des
Stoffes als Funktion von 7", V' und \' und geben Sie deren Vorzeichen an. (6P)
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Statistische Physik I

14. Teilchen im homogenen Gravitationsfeld

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich im homogenen Schwerefeld der Erde. Es ist be-
grenzt durch eine nach oben offene Box B mit ebener Grundfiiche A bei ¢, = 0. Die
Hamiltonfunktion des Teilchens ist

7

o mit p = |p| (14.1)

H(q,p) = mgq: +
(a) Zeigen Sie, dass sich fiir die mikrokanonische Zustandssumme Q(E, A, N = 1) fiir ein
Teilchen der Energie E das folgende Ergebnis ergibt:

_ 47 A/ (2E)3m

1
UEAN=1) =15 [ & [ dpo(H(ap) - E) 37

(14.2)

(b) Zeigen Sie allgemein, dass die mikrokanonische Zustandssumme zweier ununterscheid-
baren Teilchen ohne Wechselwirkung

1
Q(E,A,N:2) = 2'7}16/Bd3ql/Bd?’QQ/Rdspl/Rd?’pg(s(H(ql,pl)—I—H(qg,pg) —E)

durch eine Faltung der Einteilchenzustandssumme Q(E, A, N = 1) berechnet werden
kann:

E
QE, AN =2) = %/ dE1Q(E, A, DQ(E — En, A, 1) (14.3)
0

(c) Die Faltung ergibt Q(E, A, N = 2) = 73A2E*m/6¢*hS. Geben Sie die Entropie des
Zwei-Teilchensystems S(E, A, N = 2) als Funktion von F und A an und berechnen
Sie damit die Warmekapazitéit bei konstanter Grundflache C4.

Hinweis: mit ¢; > 0 und z > 0

1

n 12
/dgl...dgn S(r1€3+ ... 4 cpé2 —2) = NCYD) <c1.ﬁ..c ) el (14.4)

(a) Essoll die (mikrokanonische) Zustandssumme eines Teilchens mit Masse m im Schwerefeld
bestimmt werden. Das Integral der Zustandssumme (14.2) wird hier auf zwei Arten gelost
werden, einmal in kartesischen Koordinaten und ein weiteres Mal in Kugelkoordinaten.

Losung in Kugelkoordinaten Aufgrund der reinen Abhéngigkeit vom Betragsquadrates
des Impulses, wechseln wir fiir die Impuls-Integration in sphéarische Koordinaten (p., py,p.) —
(p, ¥p, p), wobei die Winkel-Integration direkt ausgefiihrt werden diirfen:

Q—l/d3/d35 L)
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Der Impuls tritt in der Funktion g(p) in der é-Distribution auf; mit der Ableitung ¢'(p) =
p/m und der folgenden Nullstelle kann die d-Funktion umgeschrieben werden:

2

0:2p—m+mng—E = p' = ‘:I:\/2m(E—mng) .




Tutorium 4

Da der Impuls p nach unserer Koordinatentransformation nur in p € [0,00) definiert ist,
kénnen wir die negative Nullstelle direkt weglassen.

Um einen physikalischen Impuls zu garantierten, muss die kinetische Energie grofler-gleich
0 sein — dies impliziert jedoch auch, dass die potentielle Energie mgq, die totale Energie E
nicht {iberschreiten darf und mgq, < E erfiillen muss. Daher ist ¢, gebunden im Intervall
q: € [0, E/mg]; wir forcieren dies indem wir eine zusétzliche Heaviside-Funktion §(E /mg—
q) einfiigen, was eine Einschrinkung der Grenzen des Integrals iiber die Ortskoordinate
ergeben. Daher gilt:
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Losung in kartesischen Koordinaten FEine Losung in kartesischen Koordinaten erfordert
die Verwendung des Hinweises (14.4), wobei wir die d-Distribution im Rahmen unserer
Problemstellung folgendermafien ausdriicken kénnen:

1 1 1
S(a&i + ... +enbh—2) = 5<2mpi + %Pz + %Pi - (E—mng)).
z

Wir definieren z = E — mgqg, um uns Schreibarbeit zu ersparen. Zur Auswertung des
Integrals wird die Gamma-Funktion I'(n/2) benétigt, wobei wir Folgendes verwenden:
I'(n+1)=nl(n) und I['(1/2) = /7.

In unserem Fall ist n = 3, daher ergibt sich der Vorfaktor aufgrund der Gamma-Funktion
zu I'(n/2) = \/m/2. Wir sind nun bereit, das Integral zu 16sen:

1 2
0— 3 / 3 g
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Statistische Physik I

Wie wir sehen, entspricht das Ergebnis in beiden Féllen der Angabe:

4 A

OB AN =1)= 5

(2E)3m. (14.5)

(b) Fiigen wir ein zweites Teilchen in unser System ein, nimmt entsprechend die Anzahl der
Mikro-Zusténde zu. Mit H(qi,p1) = Hy und H(qqo, p2) = He folgt:

O(E, A,2) / dENQ(Er, A, 1)QE — By, A1) =
2h6/ dEl/d ql/d3q2/d3p1/d p28(Hy — E1)0(Hy + By — E) =
2h6 / o [ [ [ dp / dEy 6(Hy — Ey)6(Hy + Ey — E) =
= [ &Bq | Bg | Pp1 | Pprd(Hy + H — E). O
= 2!h6 it q2 b1 D2 2 1 .

(c) Die Entropie folgt der Relation S = kg In(€2) und ist in unserem Fall:

S = kgIn(Q(E, 4,2)) = kg [2 In(A) + 4In(E) + In (52%)] .

Die Wérmekapazitét bei konstanter Grundfliche ergibt sich aus der Entropiednderung mit
der Temperatur; wir haben allerdings das Problem, dass wir vorerst die innere Energie E
als Funktion der Temperatur 7" nicht kennen. Wir verwenden die folgende Beziehung:

a5\ 1 19 kg B

Aus F = C4T konnten wir eigentlich direkt die Warmekapazitit bei konstanter Grundfla-
che ablesen. Jedoch ist die Warmekapazitédt bei konstanter Grundfliche definiert tiber:

1 /08

Wir kénnen gehen nun fiir die kalorische Zustandsgleichungen zeigen, dass das direkte
Ablesen aus E = C4T tatsachlich funktioniert:
ok
=== | =4kp.
<3T)A E

oS oS oF 1 (OF
Ca=T|==) =T|== — | =T=| =
. (6T>A (8E>A(6T>A T (aT)A
Schlussendlich finden wir also eine konstante Warmekapazitiat vor (wie beim idealen Gas
mit Cy = %NkB) Es gilt:

Cy = 4kg (14.6)
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Markus Plautz
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