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Statistische Physik I

14. Teilchen im homogenen Gravitationsfeld

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich im homogenen Schwerefeld der Erde. Es ist be-
grenzt durch eine nach oben offene Box B mit ebener Grundfläche A bei qz = 0. Die
Hamiltonfunktion des Teilchens ist

H(q, p) = mgqz + p2

2m
mit p = |p| (14.1)

(a) Zeigen Sie, dass sich für die mikrokanonische Zustandssumme Ω(E, A, N = 1) für ein
Teilchen der Energie E das folgende Ergebnis ergibt:

Ω(E, A, N = 1) = 1
h3

∫
B

d3q

∫
R

d3p δ(H(q, p) − E) = 4πA
√

(2E)3m

3gh3 (14.2)

(b) Zeigen Sie allgemein, dass die mikrokanonische Zustandssumme zweier ununterscheid-
baren Teilchen ohne Wechselwirkung

Ω(E, A, N = 2) = 1
2!h6

∫
B

d3q1

∫
B

d3q2

∫
R

d3p1

∫
R

d3p2 δ(H(q1, p1) + H(q2, p2) − E)

durch eine Faltung der Einteilchenzustandssumme Ω(E, A, N = 1) berechnet werden
kann:

Ω(E, A, N = 2) = 1
2

∫ E

0
dE1Ω(E1, A, 1)Ω(E − E1, A, 1) (14.3)

(c) Die Faltung ergibt Ω(E, A, N = 2) = π3A2E4m/6g2h6. Geben Sie die Entropie des
Zwei-Teilchensystems S(E, A, N = 2) als Funktion von E und A an und berechnen
Sie damit die Wärmekapazität bei konstanter Grundfläche CA.

Hinweis: mit ci > 0 und z > 0∫
dξ1 . . . dξn δ(c1ξ2

1 + . . . + cnξ2
n − z) = 1

Γ(n/2)

(
πn

c1 . . . cn

)1/2
z

n
2 −1 (14.4)

(a) Es soll die (mikrokanonische) Zustandssumme eines Teilchens mit Masse m im Schwerefeld
bestimmt werden. Das Integral der Zustandssumme (14.2) wird hier auf zwei Arten gelöst
werden, einmal in kartesischen Koordinaten und ein weiteres Mal in Kugelkoordinaten.

Lösung in Kugelkoordinaten Aufgrund der reinen Abhängigkeit vom Betragsquadrates
des Impulses, wechseln wir für die Impuls-Integration in sphärische Koordinaten (px, py, pz) →
(p, ϑp, φp), wobei die Winkel-Integration direkt ausgeführt werden dürfen:

Ω = 1
h3

∫
B

d3q

∫
R

d3p δ

(
mgqz + p2

2m
− E

)
=

= 1
h3

∫ A

0
dA′

∫ ∞

0
dqz

∫ 2π

0
dφp

∫ π

0
dϑp sin(θp)

∫ ∞

0
dp p2δ

(
mgqz + p2

2m
− E

)
=

= 4πA

h3

∫ ∞

0
dqz

∫ ∞

0
dp p2δ

(
mgqz + p2

2m
− E

)
.

Der Impuls tritt in der Funktion g(p) in der δ-Distribution auf; mit der Ableitung g′(p) =
p/m und der folgenden Nullstelle kann die δ-Funktion umgeschrieben werden:

0 = p2

2m
+ mgqz − E =⇒ p∗ =

∣∣∣∣±√2m(E − mgqz)
∣∣∣∣ .
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Tutorium 4

Da der Impuls p nach unserer Koordinatentransformation nur in p ∈ [0, ∞) definiert ist,
können wir die negative Nullstelle direkt weglassen.
Um einen physikalischen Impuls zu garantierten, muss die kinetische Energie größer-gleich
0 sein — dies impliziert jedoch auch, dass die potentielle Energie mgqz die totale Energie E
nicht überschreiten darf und mgqz < E erfüllen muss. Daher ist qz gebunden im Intervall
qz ∈ [0, E/mg]; wir forcieren dies indem wir eine zusätzliche Heaviside-Funktion θ(E/mg−
qz) einfügen, was eine Einschränkung der Grenzen des Integrals über die Ortskoordinate
ergeben. Daher gilt:

Ω(E, A, 1) = 4πA

h3

∫ ∞

0
dqz

∫ ∞

0
dp p2 δ (p − p∗)

p∗/m
θ (E/mg − qz) =

= 4πA

h3 m

∫ E/mg

0
dqzp∗ =

= 4πA

h3 m

∫ E/mg

0
dqz

√
2m(E − mgqz) = | ξ = 2m(E − mgqz)

= 4πA

h3 m

∫ 0

2mE

dξ

(−2m2g)
√

ξ =

= 2πA

h3g

1
m

[2
3ξ3/2

]2mE

0
=

= 4πA

3h3g

(2mE)3/2

m
.

Lösung in kartesischen Koordinaten Eine Lösung in kartesischen Koordinaten erfordert
die Verwendung des Hinweises (14.4), wobei wir die δ-Distribution im Rahmen unserer
Problemstellung folgendermaßen ausdrücken können:

δ(c1ξ2
1 + . . . + cnξ2

n − z) = δ

( 1
2m

p2
x + 1

2m
p2

y + 1
2m

p2
y − (E − mgqz)︸ ︷︷ ︸

z

)
.

Wir definieren z = E − mgqz um uns Schreibarbeit zu ersparen. Zur Auswertung des
Integrals wird die Gamma-Funktion Γ(n/2) benötigt, wobei wir Folgendes verwenden:

Γ(n + 1) = nΓ(n) und Γ(1/2) =
√

π.

In unserem Fall ist n = 3, daher ergibt sich der Vorfaktor aufgrund der Gamma-Funktion
zu Γ(n/2) =

√
π/2. Wir sind nun bereit, das Integral zu lösen:

Ω = 1
h3

∫
B

d3q

∫
R

d3p δ

(
mgqz + p2

2m
− E

)
=

= 1
h3

∫ A

0
dA′

∫ ∞

0
dqz

∫ ∞

−∞
dpy

∫ ∞

−∞
dpy

∫ ∞

−∞
dpz δ

( 1
2m

p2
x + 1

2m
p2

y + 1
2m

p2
y − z

)
(14.4)=

= A

h3

∫ E/mg

0
dqz

1
Γ(3/2)

(
π3

(1/2m)3

)1/2

z
3
2 −1 =

= 2(2πm)3/2A

h3√
π

∫ E/mg

0
dqz

√
E − mgqz = | ξ = E − mgqz

= 2π(2m)3/2A

h3
1

mg

∫ E

0
dξ ξ1/2 =

= 2π(2m)3/2A

h3
1

mg

[2
3ξ3/2

]E

0
=

= 4π(2m)3/2A

3h3
1

mg
E3/2.
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Statistische Physik I

Wie wir sehen, entspricht das Ergebnis in beiden Fällen der Angabe:

Ω(E, A, N = 1) = 4πA

3h3g

√
(2E)3m. (14.5)

(b) Fügen wir ein zweites Teilchen in unser System ein, nimmt entsprechend die Anzahl der
Mikro-Zustände zu. Mit H(q1, p1) ≡ H1 und H(q2, p2) = H2 folgt:

Ω(E, A, 2) = 1
2

∫ E

0
dE1Ω(E1, A, 1)Ω(E − E1, A, 1) =

= 1
2

1
h6

∫ E

0
dE1

∫
d3q1

∫
d3q2

∫
d3p1

∫
d3p2 δ(H1 − E1)δ(H2 + E1 − E) =

= 1
2

1
h6

∫
d3q1

∫
d3q2

∫
d3p1

∫
d3p2

∫ E

0
dE1 δ(H1 − E1)δ(H2 + E1 − E) =

= 1
2!h6

∫
d3q1

∫
d3q2

∫
d3p1

∫
d3p2 δ(H2 + H1 − E). □

(c) Die Entropie folgt der Relation S = kB ln(Ω) und ist in unserem Fall:

S = kB ln(Ω(E, A, 2)) = kB

[
2 ln(A) + 4 ln(E) + ln

(
π3m

6g2h6

)]
.

Die Wärmekapazität bei konstanter Grundfläche ergibt sich aus der Entropieänderung mit
der Temperatur; wir haben allerdings das Problem, dass wir vorerst die innere Energie E
als Funktion der Temperatur T nicht kennen. Wir verwenden die folgende Beziehung:(

∂S

∂E

)
A,N

= 1
T

=⇒ 1
T

= ∂

∂E
(4kB ln(E)) = 4kB

E
=⇒ E = 4kBT.

Aus E = CAT könnten wir eigentlich direkt die Wärmekapazität bei konstanter Grundflä-
che ablesen. Jedoch ist die Wärmekapazität bei konstanter Grundfläche definiert über:

TdS = δQ = CAdT =⇒ CA = 1
T

(
∂S

∂T

)
A

Wir können gehen nun für die kalorische Zustandsgleichungen zeigen, dass das direkte
Ablesen aus E = CAT tatsächlich funktioniert:

CA = T

(
∂S

∂T

)
A

= T

(
∂S

∂E

)
A

(
∂E

∂T

)
A

= T
1
T

(
∂E

∂T

)
A

=
(

∂E

∂T

)
A

= 4kB.

Schlussendlich finden wir also eine konstante Wärmekapazität vor (wie beim idealen Gas
mit CV = 3

2NkB). Es gilt:

CA = 4kB (14.6)

3



Jas es OLSO

Jos (Cre:e ,
n es Y)t..KS

n OSS es

die Ë

i&ùLe Gas

ALSO

PA vnJ AVS ss

B-•CI das (ss also
SQe=o

Sla.) HD da- Jos e en dQS
l..)ù.s Jas

JE e: + SQ — edVAA/kgÛl¯



0ゝ

ェ=下区 一丁(

へぅ6こ △  =〇

、。4 羸こうA JV =〇

く0
く0工 )

Markus Plautz



e-ln Vcn

ΙΛ ce,-.E

JoS r84er 

ρςο2κς-ς ωιτ- υνης

ΙΑ)ΙΓ lSo(er

Ja kousse

ός = L = Nk8181/

α(-ςο — _1-6 Ι T

( ΑΛΙοΑ(-

FO(L






