1. Tutorium - VU Quantentheorie 2 - 14.10.2011

1. Bethe Integral

Wie Sie in der Vorlesung gesehen haben, kann die Schrédingergleichung auch im
Impulsraum angeschrieben und gelost werden. Fiir viele Potentiale V (7) fiithrt dies

jedoch zu Problemen, wenn das transformierte Potential V (k — ) nicht existiert.

(a)

Zeigen Sie, dass z.B. das Coulomb-Potential eines Atomkerns mit der Kernla-
dungszahl 7,
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durch seine Langreichweitigkeit nicht ohne weiteres in den Impulsraum trans-
formiert werden kann.

Das Problem aus (a) ldsst sich elegant umgehen, wenn man anstatt des gewohn-
lichen Coulomb-Potentials ein abgeschirmtes Yukawa-Potential der folgenden
Form verwendet,
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wobei der reelle Parameter A > 0 die Stédrke der Abschirmung bestimmt. Be-
rechnen Sie die Fourier-Transformierte des Yukawa-Potentials f/Yukawa(E i )
(im R3). Ermitteln Sie nun die Fourier-Transformierte des Coulomb-Potentials
XN/Coulomb(lg y ) in dem Sie von Threm Ergebnis fiir VYukawa(lg —K ,A) den Limes
A — 0 bilden. Das Ergebnis, das Sie auf diese Weise erhalten, wird nach seinem
Entdecker als “Bethe Integral” bezeichnet.

2. Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Betrachten Sie das Elektron eines Einelektronenatoms, das sich in einem angeregten
Energie-Eigenzustand |nl% jm;) mit den folgenden Quantenzahlen befinde: n = 3,
l=1,7=1/2, m; = —1/2. (Quantenzahlen in Standardnotation aus der Atomphy-

sik, J = L + S: Gesamtdrehimpuls.)

(a)
(b)

Wie grof} ist der Erwartungswert fiir (i) die z-Komponente und fiir (ii) die
x-Komponente des Spins S in diesem Zustand?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden Sie bei einer Messung der y-Komponente
des Spins den Messwert —h/2 erhalten?

Hinweis: Verwenden Sie die auf der Webseite der LVA zur Verfiigung gestellte Ta-
belle fiir Clebsch-Gordan-Koeffizienten unter der folgenden URL:
http://quanten.at/quanten2 WS2011/links.html



3. Gebundener Zustand des §-Potentials

Losen Sie die stationdre Schrodingergleichung (SG) fiir ein anziehendes §-Potential,
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in den folgenden Schritten:

(a) Stellen Sie (3) im Impulsraum dar. Setzen Sie die Energie des gebundenen
Zustands |E) mit E = —¢*/2m, ¢ > 0 an und bestimmen Sie die Losung der
SG (bis auf eine Konstante) im Impulsraum.

(b) Geben Sie die Riicktransformation der Losung aus Teil (a) in die Ortsdarstel-
lung an und werten Sie diese zundchst nur im Punkt x = 0 aus, um ¢ zu bestim-
men. Bestimmen Sie die verbleibende Normierungskonstante durch Auswer-
tung des Normierungsintegrals im Impulsraum und setzen Sie ¥ g(x = 0) > 0
voraus.

(c) Geben Sie die Losung der SG im Ortsraum an. Welche Beziehung finden Sie
somit zwischen der Breite der Wellenfunktion im Impulsraum und der im Orts-
raum? Motivieren Sie die Richtigkeit Threr Ergebnisse auf physikalischer Basis.

Hinweis: Die Losung im Ortsraum kann ohne Beweis z.B. aus Aufgabe 2 des
zweiten Tutoriums der Quantentheorie I im WS10/11 tibernommen werden:
http://quanten.at/quantenl WS10/tutorium?.pdf.

Fakultativ kann man die Losung auch durch Riicktransformation des in (a)
erhaltenen Ausdrucks gewinnen, z.B. mit Hilfe des Residuensatzes. Uberlegen
Sie sich in diesem Fall, in welcher Halbebene der Integrationsweg geschlossen
werden muss, damit dieser Teil des Weges nicht zum Integral beitragt.

Zu kreuzen: 1/2/3



