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Aufgabenblatt 2

1 Harmonischer Oszillator

Gegeben sei der eindimensionale harmonische Oszillator, bestimmt durch den Hamilton-
operator
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a) Geben Sie die “Energie-Darstellung” (i) des Ortsoperators # und (ii) des Impulsop-
erators p an, indem Sie die entsprechenden Matrix-elemente (n| Z |m) bzw. (n|p|m)
berechnen (es gilt H|n) = E,|n)). Sind Ihre Matrizen hermitesch? Begriinden Sie

physikalisch warum alle Diagonalelemente der Matrizen verschwinden.
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b) Driicken Sie die Matrixelemente (n|p|m) durch die Matrixelemente (n| & |m) aus,
indem Sie o, 4, in
(n|pIm) = anm (n| &[m)

bestimmen.

c) Zeigen Sie auf Basis der Ergebnisse aus (a) und (b), dass fiir den harmonischen Os-
zillator das “Ehrenfest-Theorem” gilt, wonach fiir einen beliebigen Zustand | (t)) =
e"Ht/h 3™ e, ln) die Erwartungswerte fiir Ort und Impuls die klassischen Bewe-
gungsgleichungen erfiillen:
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(ab) + (c) = 2 Kreuze

2 Zeitentwicklung im Wechselwirkungsbild

Betrachten Sie ein Elektron mit Spin-1/2 in einem externen Magnetfeld B = (B, 0, B)”.
Mit S = (S, Sy, S5)T ist der Hamiltonoperator H gegeben durch:

H=—iB= 3B
mce
a) Schreiben Sie H in der Eigenbasis von S, an. Teilen Sie den Hamiltonoperator in
einen Anteil Hy, der in der S,-Basis diagonal ist, und einen off-diagonalen Anteil

V auf.
b) Schreiben Sie den Operator V7 im Wechselwirkunsgbild an.

¢) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich der Spin in dem Zustand [¥ (¢t = 0)) = |s = Toms. = 1),
Geben Sie explizit die zeitabhéngige Wellenfunktion im Schrédingerbild |¢g(t)),
Heisenbergbild |1 (t)) und Wechselwirkungsbild [¢;(t)) an.
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d) Berechnen Sie den zeitabhéngigen Erwartungswert von <S’ Z(t)> explizit im Schrédinger-
und im Wechselwirkungsbild.

1 Kreuz

3 Liouville-von Neumann Gleichung

Ein statistisches Gemisch bestehend aus zwei Zustédnden [¢1) und |¢)2) befindet sich in
einem harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator H = hw (&Td + %)

Zur Zeit t = 0 sind die beiden Zusténde gegeben durch eine Superposition von Eigen-
funktionen des harmonischen Oszillators |i):

1) = (2]1) +(3)) mit Wahrscheinlichkeit py,
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|[1e) = % (1|1) —213)) mit Wahrscheinlichkeit po.

Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt p; = 3po.

a) Berechnen Sie p; und py und schreiben Sie den Dichteoperator p des Gemisches in
der Energiebasis des harmonischen Oszillators in Matrixform an.

b) Zeigen Sie explizit, dass ein Gemisch vorliegt, indem Sie Tr ([)2) berechnen.

c) Berechnen Sie p(t) indem Sie die Liouville-von Neumann Gleichung im Schrédinger-
bild 16sen. Wie sieht p(¢) im Heisenbergbild aus?

d) Berechnen Sie den Erwartungswert der Ortsunschérfe Az.

1 Kreuz

4 Dichteoperatoren

Gegeben sei der Operator

N

mit 7 = (ng,ny,n.)T € R® und dem Vektor der Pauli-Matrizen & = (6, 6,65).

a) Unter welchen Umsténden besitzt p die Eigenschaften eines Dichteoperators eines
Spin-1/2 Teilchens? Wann liegt ein reiner bzw. gemischter Zustand vor?

b) Zeigen Sie, dass fiir einen beliebigen Operator @ immer gilt: tr[paa’] > 0, wobei p
ein beliebiger Zustand ist.

1 Kreuz



