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1 RohrKanal

Beispiel bandstahl?2

FEin 2 mm dickes und 4 m breites Stahlband wird zweifach beschichtet. Auf dem Band befindet sich
eine §; = 0,3 mm dicke Schicht eines Bingham Fluids. Es wird durch einen [ = 10 cm langen Spalt
gezogen. Im Spalt wird bis zur Gesamtdicke § = 0,5 mm eine zweite Schicht eines Newtonschen Fluides
aufgebracht. Mit welcher Kraft muss gezogen werden, damit sich das Band mit uy, = 4 m/s bewegt?
Die Druckdifferenz entlang des Spaltes sei vernachlassigbar. Die Wirkung der Schwerkraft kann ebenfalls
vernachléssigt werden.

a) Skizzieren Sie die Schubspannungsverteilung in beiden Spalten.

b) Skizzieren Sie die Geschwindigkeitsverteilung in beiden Spalten.

d) Welche Menge an Newtonschem Fluid wird pro Stunde verbraucht?

)
)
c¢) Berechnen Sie die Kraft, mit der das Band gezogen werden muss.
)
e)

Begriinden Sie, weshalb die Schwerkraft vernachléssigt werden kann.
Angaben: 6; = 0,3 mm, § = 0,5 mm, [ = 10 cm, uy, = 4 m/s; g = 9,81 m/s%.
Bingham Fluid 1: 7o = 8 N/m?2, ug = 1,2 Pas, p; = 1120 kg/m?>.
Newtonsches Fluid 2: s = 0,15 Pas, pa = 800 kg/m3.

Fiir die Beantwortung der Fragen werden woméglich nicht alle Angaben benétigt.
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Rechengang:

— Schubspannung 7 = const, Schubspannungsansétze einsetzen

— integrieren = Geschwindigkeitsverteilung

— Randbedingungen, ergibt bisher unbekanntes 7

— Geschwindigkeitsverteilung fiir Fluid 2 integrieren = Volumenstrom



a)

positive Richtung der Schubspannungen: Schubspannungsverteilung:
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Die Geschwindigkeitsverteilung lésst sich auch schon skizzieren.
Das Bingham-Fluid bewegt sich, falls || < 79, wie ein Festkorper
mit dem Band mit, oder es flieit wie ein Newtonsches Fluid. Bei U |
einem 0,5 mm breite Spalt und einer Geschwindigkeit von 4 m/s
miisste das Newtonsche Fluid von sehr geringer Viskositét sein,
damit die Schubspannung in der Stromung geringer als die
Grenzschubspannung 79 des Binghamschen Fluides bleibt. Falls

|7| > 70, was im Nachhinein zu iiberpriifen ist, fliessen beide A \
Fluide. -5 -6 O 0 6 6 Y

c)

Schubspannungsverteilung in einer Couette-Stromung: 7 = const = 7. Im Spalt auf der rechten Seite
ist 7 < 0, im Spalt links 7 > 0, falls die Richtungen des angegebenen Koordinatensystems beibehalten
werden. Die Rechnung wére einfacher, falls der Ursprung an die Wand rechts gesetzt wird und y nach
links in das Fluid weist. Wir fahren mit den angegebene Richtungen fort.

Schubspannungsansétze:

4 du1 dUQ
Tw = —T( -, Tw = -
0T MUB dy w w2 dy

Integrieren, [ dy:

Tw + T Tw
up = Oy+017 Uz = —Y + ca.
UB 12;
Randbedingungen:
u(y=0)=uy = €1 = Uy,
u(y=96)=0 = 02:—T—W(5,
2

sowie Kontinuitdtsbedingung an der Grenzfliche zwischen den Fluiden,

T Tw Tw
ui(y=2a)=u(y=4) = Twppd1 + MTOB& + Uy = —01 — —4,

M2 H2
o1, 0—0 —4-8-0,3-107%/1,2
T <1+ 1) :_UW_E(SL Tw = ’ /L = —2528 N/m?.
B 2 UB (073/172 + 072/0715) -1073
Es gilt 7, > 70, die in b) skizzierte Schubspannungsverteilung stimmt.
Kraft, mit B =4 m:
|Fw| = 2|Tw|lB =2-2528-0,1-0,4 = 2022 N.
d) .
Der lingenbezogene Volumenstrom auf einer Seite (deshalb V5/2B) ist
) 0 0
: 2 5 6 1
Vg/(ZB):/UQdy: l‘”/y—adyz T syl =T LS s = T (5 )
F ¥ w2 | 2 P 2 2 22
1 1

2528

T = 9. 4.
Ve 0,152

(0,22-107% =2,697- 1072 m?/s.




Vom Fluid 2 werden Vo = 9,7 m3/h verbraucht.

e)

Im Vergleich zu Fyy = 2022 N ist die auf das Fluid im Spalt wirkende Schwerkraft klein. Nachrechnen
wire nicht nétig, ergibt aber Fg = pd2lB = 1000-0,5-1072-0,8 = 0,4 N.



2 Film

Beispiel SchiefDoppelFilm

An einer schiefen Ebene, die um den Winkel a = 40° gegen die Horizontale geneigt ist, flieBen Ol und
Wasser in zwei parallelen Schichten ab. Die Schichtdicke des Wasserfilms betrage 0,4 mm, die des Olfilms
0,8 mm. Stoffwerte: Wasser (Index 1): p; = 1000 kg/m3, 11 = 1073 Pas; Ol: po = 890 kg/m?, iz = 0,1 Pas;
Schwerebeschleunigung g = 9,81 m?/s.

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit der Grenzfliche und der Oberfliche des Ols.
b) Geben Sie fiir den Wasserfilm und fiir den Olfilm eine charakteristische Reynoldszahl an.

c¢) Skizzieren Sie die Schubspannungs- und die Geschwindigkeitsverteilung.

ho )

Losung

Rechengang:

e Kriiftegleichgewicht = 7(y)

e Schubspannungsansatz

e Integration = u(r)

o Integration = VD) =,
Kriftegleichgewicht (% =0):

O0<y<hy:
gsina(pa(he —h1) +p1(h1 —y)) —7=0

7 = gsina(pa(ha — h1) + p1(h1 — y))

h1<y<h2:



u(hl) =
v
Um1 hl

T = gsinaps(hs — y)

T = Md—u Newtonsches Fluid
dy
du = Zdy
I
0< y < h1
u(y=0)=0
du 1
= gsina— (pz2(ho — h1) + p1(h1 —
& o (p2( )+ pi(h1 —y))

M1

u(y) = gsina (Pz(hz —h1)y + p1(hy — y;))

SlI].O[ h
u(hy) = g <p2(h2—h1)+p1> h1
[
1-sin(4 !
9,81 - sin(40) (980 L0,8-1073 41000 0,4 - - - 103> 04107 =232
103 2 °
v
Uml = hy
‘ Iy . 2 2 3\ |h
L gsina Y Yy Yy !
Vi = [y =0 (pg( 2 )y ey pl6> 0
. sin o
V= 92 hi? (,Oz(hQ —h1) + p1h )
f1
3
_981- sm(40) 0,410~ (890.078 103 4+ 1000 28 . 10—3) — 12342
103 3 °
. -3 .
Rey = Umifipr 1,234 2410 71000 g
m 10-3
hy <y <hsy:
1 sin «
ug = — [ gsinapa(he —y)dy = u(h - *) + G2
12 H2 2
Randbedingung:

m
uz(y = h1) = u1(y = ha) = 2,3 "

UQ(y:hg):gsnlom<h —h1>h2—|—02—23

2
9,81 - sin(40) - 890

Co=23—

gsin(40)pa h2®

=h
uz(y = hg) = 2 2

0,1 (1,

2-0,2)-1075.04 =228 >
S

+Cs —004+228—232



u == VQL
m2 — h2 _ hl

. h2
Vy = / udy
h

1

m
Umo = 2,31 —
S

ho — h
Rey = U2 =1)P2 _ 31 51073 800
M2

0,01

=164



3 Kugel

Beispiel Handball1l

Ein Handball der Grofle 111, Gewicht 425 g, Umfang 60 cm, wird iiber eine Strecke von 7 m geschossen.
Am Beginn der Strecke habe der Ball eine Geschwindigkeit von 90 km /h. Vernachlissigen Sie die Wirkung
der Schwerkraft und nehmen Sie an, der Ball bewege sich horizontal und in gerader Linie.

Stoffwerte von Luft: p = 1,188 kg/m?, u = 18,24 - 107 Pas.

a) Welche Reynoldszahl hat der Ball bei einer Geschwindigkeit von 90 km/h? Wie grof ist der Wider-
standsbeiwert?

b) In welcher Zeit wiirde der Ball die gegebene Strecke zuriicklegen, falls die Geschwindigkeit konstant
und gleich der Anfangsgeschwindigkeit bliebe?

¢) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir den Ball auf! Losen Sie die Bewegungsgleichung und geben
Sie die Funktion fiir die Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von der Zeit, U(t), an.

d) Wie lange braucht der Ball, um die Strecke von 7 m zuriickzulegen?

e) Welche Geschwindigkeit hat der Ball am Ende der Strecke?

Hinweis: Die Differentialgleichung fiir die Bewegung lésst sich durch Trennung der Variablen l6sen.

AN
100
10 A\
Cw
N
\\\\
. |
T — 1\
\
0,1 g
107! 100 10! 102 102 10* 10° 109

Re
Widerstandsbeiwert fiir Kugeln mit glatter Oberflache. (Nach Clift, Grace und Weber (1978), S. 112.)

Lo6sung
a) U=90-00mMm —25m/s, d=5%0mM=191 cm.
pUd  1,188-25-0,191 5
Re = = =3,1-10°.
T 1,824 - 105 ’

Fiir eine glatte Kugel wire ¢, = 0,5. Ein Handball hat eine nicht ganz glatte Oberfliche, deshalb ist
die Grenzschicht bei dieser Re-Zahl wahrscheinlich schon umgeschlagen und der Widerstandsbeiwert ist
dementsprechend kleiner, ¢, = 0,1. Wir verwenden hier ¢y, = 0,1.

b)



&
;1
.l

dU TS
— = —Fy = —cwipU?—=
™ W= TPty
Separation,
d2
U240 = — P2 T U0 = —adt
m
a
0,1-1,188-0.1912
Mit ¢y = 0,1 ist @ = — é'0’425 T = 41073, (Fir ¢y = 0,5 wiire a = 0,02.)
Unbestimmte Integration,
1
U —at + ¢y,

RB: U(t = 0) = Uy, daher ist ¢; = —1/U;. Die Losung lautet

U(t) = ([}1 4 at) B

Oder bestimmte Integration zwischen dem Zustand am Beginn der Strecke, (Up, t; = 0), und einem
Zustand auf der Strecke, (U, t),

Al ()

9 2 t t
. o 2 1 B 1 1 2_1 1 1
S_/1 Udt_/o U%Jratdt_ {aln(UlJrat)]o _5(1n<71+at2) _ln(ﬁ»’
1/U; + aty e —1 MO
W= —— =1+alit ty = = = 0,284 s.
1/U; L s A U I B At

-1
Up = (1/25+0,284-4-107%) " = 24,31 m/s.

Mit ¢y, = 0,5 wire t2 = 0,3 s und U = 21,74 m/s = 78,26 km/h.



Beispiel PMMA1

Wie gro darf der Durchmesser einer PMMA-Kugel (Polymethylmethacrylat, Acrylglas; pyy = 1,18 g/cm?)
maximal sein, damit diese in Silikonol mit einer Reynoldszahl kleiner oder gleich eins fallt?
Silikonol: p = 940 kg/m3, u = 20 - 1073 Pas. Schwerebeschleunigung g = 9,81 m/s.

Losung

Fiir eine Abschitzung ist bei Re = 1 das Stokessche Widerstandsgesetz, Fyww = 6rulUR, gut genug.
(Beziehungsweise ist der Widerstandsbeiwert aus dem graphisch gegebenen Widerstandsgesetz, ¢y, =
cw(Re), bis Re ~ 1 kaum genauer ablesbar.) Das Kriftegleichgewicht, Fyy = Fg — F},, lautet somit

AR
3

6rulU R = (pv = p)g. (1)

Die Geschwindigkeit wird iiber die Definition der Reynoldszahl eliminiert, Re = pU2R/u. Mit Re = 1
folgt
U = pn/(p2R). (2)

Eliminieren von U aus Gl. (1) mittels Gl. (2) liefert

we_am

P -3 PV —P)g
und weiter )

R3:9M7.

4p(pv —p)g

_ 1/3
4.1074
= (ngg&> =0,74-107% m; d =1,5 mm.

Eine PMMA-Kugel sinkt mit einer Reynoldszahl kleiner als eins, falls sie einen Durchmesser kleiner als

1,5 mm hat.

Geschwindigkeit:

- Ren _ 1.2-1072
 pd  940-1,5-1073

=1,4 cm/s.
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Beispiel PMMA2

Eine PMMA-Kugel (py = 1,18 g/cm?) mit dem Durchmesser d = 1 mm werde in Silikonsl (p =
940 kg/m?, p = 2-1072 Pas; g = 9,81 m/s?) fallen gelassen.

(a) Wie hoch ist die Fallgeschwindigkeit der Kugel?
(b) In welcher Zeit beschleunigt die Kugel aus der Ruhe auf 99% ihrer Endgeschwindigkeit?

(c) Welchen Weg legt die Kugel dabei zuriick?

Losung

Antwort zu (a):

Aufgrund der geringen Dichtedifferenz zwischen Kugel und Fliissigkeit und der hohen Viskositdt der
Fliissigkeit nehmen wir vorest an, dass die Kugel mit einer Reynoldszahl kleiner als eins fallt. Der Wi-
derstand ist deshalb durch das Stokessche Widerstandsgesetz gegeben, Fywy = 6wulU R, somit ergibt das
Kriftegleichgewicht, Fyy = Fg — F},

4R37
6rpUR = ——(pv = p)g-
Nach Umformung folgt
2R? 2-1.10°6
U="(py —p)g = —2——-(240)9,81 = 65,4 - 10~* m/s.
o (v = p)g = 55 7p=2 (240)9, : m/s
U = 6,54 mm/s.

Die Fallgeschwindigkeit der Kugel betrigt 6,54 mm/s.
Kontrolle Re < 1, Giiltigkeit des Stokesschen Widerstandsgesetzes:

pUd  940-6,54-1073 1073

Re = =0,3.
=T 2.10-2 ’

(b):

Das 2. Newtonsche Gesetz, ma = > F, ergibt hier mit der added mass m’

dU
(m+m’)E = Fg — F, — Fw,

4R37T( +l)g_4R37T
3 WP T T

Nach Umformung, der Term mit U kommt auf die linke Seite, dU/dt bleibt ohne Koeffizienten stehen,
erhélt man

(pv — p)g — 67pUR.

dU g pv —p

+ = .
dt " 2Rpy +p/2)  pv+p/2’
Man bemerkt nebenbei: Dividiert man die rechte Seite durch den Koeffizienten vor U, erhélt man die
2R*(pv + p/2) pv —p

Sinkgeschwindigkeit, .
& & 9u v +p/2’

Mit den Abkiirzungen
1 2.1.1076(1180 + 470
i 9//6 ’ tc — 4 ( + ) — 4,58 . 1073 S,
te  2R2%(pv + p/2) 9.2.10-2

und 240

a="Y"P _ = 0,145

pv+p/2 1650

11



wird obige Differentialgleichung zu

v 1
E+EU_alg'

Die homogene Losung lautet Upom = cre e,

Die partikulére Losung ist die Sinkgeschwindigkeit, Upary = U = a1gtc = 6,54 - 1073 m/s. Der Wert 6,54
wurde von oben iibernommen. Zur Kontrolle: ajgt. = 0,145-9,81-4,58 - 1073 = 6,51 - 1073 m/s. In der
letzten Stelle machen sich Rundungsfehler bemerkbar.

Zuriick zur Differentialgleichung, die allgemeine Losung lautet

U(t) = cre” e + U
Gesucht ist die Losung des Problems mit der Randbedingung U(¢t = 0) = 0,
0=ci1+Usx = c1="Us.

Damit ist die Geschwindigkeit
U(t) = Uso (1= e7t/').

In (b) wird nach der Zeit tgg gefragt, zu der gilt U(t = tgg9) = 0,99U, also
Us (1 - e—t99/tc) — 0,990,

e7t9/te = 1/100, — tgg/te = In(1/100), tog = t.In(100) = 4,605 4,58 - 1073 =2,11-107% s.
Die Kugel erreicht in 2 hundertstel Sekunden 99% ihrer Endgeschwindigkeit.

(c):

Um den zuriickgelegten Weg zu ermitteln, muss die Geschwindigkeit nach der Zeit integriert werden,

tgg
t
s(too) = /U(t)dt = U [t + tee ™| " = Uscltag +tee™/" —t.).
0

Oben hatten wir ausgerechnet tg9 = 4,605t., e too/te — 1/100,
5(tgg) = Uso (4,604 — 0,99)t, = Us3,615t. = 6,54 - 1072 - 3,615 - 4,58 - 1072 = 1,08 - 104 m.

Die Kugel legt 0,1 mm zuriick, bis sie auf 99% ihrer Endgeschwindigkeit beschleunigt hat.

12



Beispiel PMMA3

Mit welcher Geschwindigkeit sinkt eine PMMA-Kugel (py = 1,18 g/cm?®) mit einem Durchmesser von
d =1 mm in Wasser (p = 1000 kg/m3, u = 1073 Pas) zu Boden? Schwerebeschleunigung g = 9,81 m/s%.

3
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Widerstandsbeiwert fiir Kugeln mit glatter Oberfliche. Kurve ¢ — Stokessches Gesetz, d
— Oseensche Niherung. (Abb. 5.2 aus Brauer, 1971).

i
I
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4
Y6 106

|

i
3

i

L
105 2

Losung

Beziiglich der Re-Zahl wird vorerst keine Annahme getroffen. Der Widerstand der Kugel wird ganz
allgemein mittels des cy,-Wertes geschrieben, Fyy = cw% pU?R?1. Das Kriftegleichgewicht, Fyy = Fg — F),
ergibt

1 5.0  A4ART _ _ 8Ry
CwiypU R = ——(pv = p)g;  cw = 30° (pv = p).
Die Geschwindigkeit U wird durch Re eliminiert, U = uRe/(p2R),
B 8Rgp*4R? B 32pgR3( )= 4pgd® (ov — p)
© 3pu2Re? 3u’Re? V= 312Re? e

~4-1000-9,81 - 1072-180 2350

B 3-10-5Re? ~ Re*’

Bei Re = 10ist ¢y, = 23,5, bei Re = 100 ist ¢y, = 0,24. Diese beiden Punkte werden in das cy,-Re Diagramm
eingetragen und durch eine Gerade verbunden. Diese Gerade entspricht dem Kréftegleichgewicht fiir die
gegebene Kugel.

Cw
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¢ 1 R =
2 — e A i T ‘

’o-l 1 | 1} HE |
1072 461092 46 10 2 461022 4610 2 4

Beim Schnittpunkt der Gerade mit der Kurve fiir den Widerstandsbeiwert liest man ab
cw ~ 1,8, Re = 39.
Die Geschwindigkeit ergibt sich aus der Definition der Re-Zahl, U = puRe/(pd),

1072 - 39
U= W = 3,9 Cm/S.
Die Kugel fillt mit einer Geschwindigkeit von 3,9 cm/s.

Zur Kontrolle wird ¢, = 1,8 in das Kriftegleichgewicht eingesetzt und die Geschwindigkeit berechnet,

8R 4-10-3.9,81-180
U? = gpv—p, U= d =36-10"3 m/s.
30cw 3.105-1.8
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Beispiel Tischtennis4

Nehmen Sie an, ein Tischtennisball (d = 40 mm, m = 2,7 g) bewege sich in gerader Linie, ohne zu rotieren,
horizontal {iber einen Tischtennistisch (I = 2,74 m) durch Luft von 20 °C. (Horizontale Bewegung: Die
Schwerkraft wird vernachléssigt.) Zu Beginn, iiber der ersten Kante des Tisches, habe der Ball eine
Geschwindigkeit von 80 km/h. Welche Geschwindigkeit hat der Ball am Ende, iiber der zweiten Kante

des Tisches?

a) Wie hoch ist die Reynoldszahl des Tischtennisballes zu Beginn?

b) Berechnen Sie die Widerstandskraft, die zu Beginn auf den Ball wirkt.
) Wie lange braucht der Ball, um die Platte zu iiberqueren?

C

d) Welche Geschwindigkeit hat der Ball am Ende der Platte?

Stoffwerte von Luft bei 20 °C und p = 1 bar (VDI-Wirmeatlas): p = 1,188 kg/m?3, u = 18,24 -107% Pas.

Hinweis: Die entstehende Differentialgleichung lésst sich durch die Methode der Trennung der Variablen

16sen.

109 — T ] T T
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107 7“5; = e +—— +Arnold o Wieselsberger
61— N ! I j aliebster x Flachsbart
| q ! eAllen
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2 [ I = i t :
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| i ' ‘ i
S A e D A m
. CN N 3 o SRR
. 3 T T
6 = ! . T
1 ' =g O : ;o?o.wxh‘

R

1

- R el | R

1072 461002 46 10 2 461022 461002 461042 461052
Re

Widerstandsbeiwert fiir Kugeln mit glatter Oberfliche. Kurve ¢ — Stokessches Gesetz, d

— Oseensche Niherung. (Abb. 5.2 aus Brauer, 1971).

Y6 106

Losung

a)
U = 80 km/h — -

m/s = 22,22 m/s.

pUd  1,188-22,22-4-1072
wo 1,824 .10~

Re = = 5,789 - 10*.

b)
Mit Re =5,7-10* = ¢y ~0,5.

1 d?
Fy = cw§pU277r =0,5-0,5-1,188-22,22%.4%.107%7/4 = 0,184 N.
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c)
2. Newtonsches Gesetz, ma = Y F, hier: mdU/dt = —Fy. Minus, weil die Widerstandskraft gegen die
Bewegungsrichtung des Balles wirkt! Einsetzen von Fyy ergibt

dU 1 odm
ma T e
Separation:
1 cwpd?m 1
—dU = — dt —dU = —kdt.
U2 8m ’ U2
k

Die Abkiirzung k, der Kehrwert einer charakteristischen Weglidnge, hat den Wert
L cwpd?*m  0,5-1,188-4%. 10747

S 827103 = 0,138 m~!. Unbestimmte Integration ergibt

1 1
—— = —kt+ . RB:U(t=0)=Uy=2222m/s = ¢ =——.
U Uy

Die allgemeine Losung lautet somit
U= (kt+1/Up)"".
Der zuriickgelegte Weg ist das Integral der Geschwindigkeit nach der Zeit,

1 1
—(Udt= [ ——at = (kt+1 .
N /U /k:t+1/U0 (Rt 1/00) + 2

1 1 1
Mit der Randbedingung s(t = 0) = 0 ist ¢y = ~Z In (U) =z In Uyp.
0
Allgemeine Losung:

1
s=7 In(Upkt + 1)
Umformen und fiir den Weg s die Linge [ der Tischplatte einsetzen ergibt die Zeit, die der Tischtennisball
zum Uberqueren benoétigt,
oks _ 1 0138274 _

ks
¢ ofet + Uok 22,220,138

=0,1499 = 0,15s.  (cw =0,4: t = 0,144 s.)

d)
Geschwindigkeit: Endzeit in die Losung fiir die Geschwindigkeit einsetzen,

U=(0,138-015+1/2222)"' =152l m/s.  (cy = 0,4: U = 16,44 m/s.)
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4 Zweiphasen

Beispiel Kesselx5

In einem Kessel befindet sich ein homogenes Gemisch aus fliissigem Wasser und gasformiger Luft, welche
als ideales Gas zu behandeln ist. Dieses Gemisch stréomt durch eine Diise in Form einer homogenen, iso-
thermen, reibungsfreien und stationéren Zweiphasenstromung ins Freie. Der Massenanteil der gasformigen
Phase ist = 0,002, der Auflendruck betréigt p = 1 bar und der konstante Druck im Kessel pg = 1,09 bar.
Die Temperatur im Kessel und in der Umgebung betriagt T = 290 K.

Rruge = 287,22 J/kgK, pwasser = 1000 kg/m?.
Berechnen Sie
a) den Volumenanteil der Luft o sowie die Dichte p des Gemisches am Ende der Diise,

b) den Volumenanteil der Luft o im Kessel und

C

)
)
) die Geschwindigkeit v und die Machzahl M am Ende der Diise.
)

d) Bei welchem Auflendruck p* wird am Ende der Diise Schallgeschwindigkeit erreicht?

Wasser, Luft

po = 1,09 bar

T = 290K
z = 0,002

p = 1bar

Formelsammlung
verallgemeinerte Bernoulligleichung:

2 2

v (s Ay Dr
v o) — o O 1 In (£-
P12+p+plg(2 ) p12+pr{ +1—arn(p>}

kritisches Druckverhéaltnis:

* * o *\ 2
1 - ag (l_p) _ln(p) :1<1+<100>p)
Qo Do Do 2 ag  po

Rohrstromung mit Reibung;:

Qd(z_zr):K<J\14r_J\14>+K21n(ﬂj\/§r>+(l_m)ln(1+[(]\4>’ K:m

Loésung

a)

Fehlende Zustandsgrofien berechnen. Die Diche ldsst sich aus v = (1 — x)v; + zvy bestimmen.

vy = Ry T'/p = 287,22 - 290/10° = 0,833 m? /kg.

1—x -1 0,998 -1
= = (= 0,002 - 0,833 = 375 ke /m5.
o= (5t = (o + o002 08) s/
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rp=apy = «a=zxpve=0,002-375-0,833 = 0,625.

Bzw. ndherungsweise: p~ (1 —a)p1 = a=(p1—p)/p1 = 0,625.

b)

Der Rechengang fiir a) kann ebenso fiir den Zustand im Kessel verwendet werden, mit pg = 1,09 - 10° Pa,
statt p = 10° Pa. Oder

pa Do pol—a\™? 0,375> —1
_ - —(14+ 20 — (141,09 — 0,605.
l—a 1-—a @o (+p o ) <+ 20,625 ’

c)
Schallgeschwindigkeit am Ende der Diise:

D 10°
= = = 20,66 m/s.
<t =\ =\ 0625 375~ 2066 m/s

Die Geschwindigkeit erhédlt man aus der verallgemeinerten Bernoulligleichung, als Referenzustand r wird
der Kesselzustand gewéhlt, v, = 0, p, = po, oy = Q.

v? o 2 leY 1/2
Goremfstin(®)] » o2 por ()]
2 1—ap D p1 1—ao D

{1 L1 06%
1,09 1,09 0,375

92 1/2
= { -1,09 - 10° ln(l,OQ)} } = 6,84 m/s.

1000
d)
Das ist genau die Frage nach dem kritischen Druckverhéltnis. Selbst die Bezeichnungen, pg und «p,
koénnen unveréndert aus dem Beispiel iibernommen werden. Mit (1 — agp)/ap = 0,65 folgt

0,65(1 — p*/po) — In(p*/po) = (1 + 0,65p* /po)*.

Die Gleichung muss iterativ gelost werden. Die Losung ist p*/py = 0,5405,
p* =1,09-0,5405 = 0,589 bar.

Eine Variation zu d): Bei welchem Druck p; im Kessel wird am Ende der Diise die Schallgeschwindigkeit
erreicht?

In diesem Fall kann nicht einfach in die Gleichung fiir das kritische Druckverh&ltnis eingesetzt werden,
da ap und pg vorerst unbekannt sind. Es wird die verallgemeinerte Bernoulligleichung verwendet, mit
o = a = 0,625 p, = p = 10° Pa, v; = c,7 = 20,66 m/s, v = 0. Eine zweite Moglichkeit ist, in der
Gleichung fiir das kritische Druckverhéltnis (1 — ag)/ag durch po(1 — a)/(pa) zu ersetzen. Die Losung
ist po = 1,987 bar.
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Beispiel Mundung_KritDruckverh

In einem Kessel befindet sich ein homogenes Gemisch aus Wasser (Index 1: p; = 998,2kg/ m® = konst.,
1 —a, 1 —z) und Sauerstoff (Index 2: «, x), welcher als ideales Gas zu behandeln ist. Die Dichte
des Sauerstoffs im Kesselzustand ist psg = 2,77 kg/m3. Die Gesamtmasse des Gemisches betriigt m =
1200 kg und das Kesselvolumen V = 2m?. Das Gemisch stromt iiber eine Miindung mit veréinderlichem
Querschnitt in Form einer homogenen, isothermen, reibungsfreien und stationéiren Zweiphasenstromung
ins Freie. Der Druck im Kessel pg = 2,11 bar bleibt dabei konstant. Der Durchmesser am Austritt betrigt
d=>5cm.

Wasser, Sauerstoff
Po = 2,11 bar
¥ =20°C
m = 1200 kg =
]
V =2m3 ‘g
¥ =20°C
~
A

a) Berechnen Sie die Dichte pg des Gesamtgemisches im Kessel, die Massenanteile x und (1 — z) sowie
die Volumenanteile ag und (1 — ) des Gases bzw. des Wassers.

b) Berechnen Sie die isotherme Schallgeschwindigkeit c,7 fiir das Zweiphasengemisch im Kessel.

c) Wie grof§ ist der Druck p im Freien, wenn am Austritt gerade Schallgeschwindigkeit herrscht?
Berechnen Sie die Schallgeschwindigkeit am Ende der Leitung.

d) Berechnen Sie die kritische Massenstromdichte p* v* sowie den maximalen Massenstrom 7.

Formelsammlung
verallgemeinerte Bernoulligleichung:

2 2

v v; a
Py +p+P19(2’_2r):P15 + Pr {1‘1‘ ra In (prﬂ

kritisches Druckverhéltnis:

1 —ap p* P\
1-=—)-In(=— ) =
o Po bo

Rohrstrémung mit Reibung:

N =

R )=K(— - =) +Kh(—2)+1-K)h(—""), K=—"
2q 7 ) (Mr M>+ D(M>+( )n<1+KM> 1 —a)M
Losung
a)
m 1200 :
= — =" =600 kg/m>.
Po v 5 g/m
Mit pg = (1 — Oéo)pl + agpao folgt
- — 998,2
gy oo 6009982

p0 —p1 2,77—9982
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P2 _ o, 277
ol

=1,847-1073.
00 600 ’

Sowie 1 — ap = 0,6, 1 — xz = 0,998153.

b)
70 [2,11 105
- = = —_— = 2 R .
CaT,0 ‘/aopo 0.4 600 9,65 m/s

c) Falls am Austritt gerade Schallgeschwindigkeit herrscht, ist der Druck p gerade gleich dem kritischen
Druck p*. Es muss also, ausgehend vom bekannten Kesselzustand 0, das kritische Druckverhéltnis p*/pg
berechnet werden. Daraus erhélt man schliellich p*.

Einsetzen von 1 — ag = 0,6, ag = 0,4 in die Formel fiir das kritische Druckverhéltnis,

* * *\ 2
1,5 (1 _ p) —In <p> _ 1 (1 + 1,5p> .
Po Do 2 Do
()’

* *\ 2 * *
F (p) —05 (1 n 1,5p> 15+ 155 +In (p) Lo,
Po Po Po Po

F(p> 1+3+1125+1n(p )
D Do Do

* * x\ —1
F <p> —34+2257 4 (p> .
DPo Po Pbo

Zu 16sen per Newton-Iteration, x; 11 = x; —

Startwert: (p) =0,5.
Po

(P*> o5 “LFL5+1125-0,25 4 In(0,5)

o 342,25-0,5+ 2

— 0,4856, <p> — 0,4856.
Po 2

Do

Der Auflendruck ist p = p* = pop— =2,11-0,4856 = 1,025 bar.
Po

* %
Schallgeschwindigkeit: Mit po _ P
1-— (7)) 11—«

— zuerst o™ berechnen, dann die Schallgeschwindigkeit ¢

1— -1
1-a )p" e (1 s a0> = (1+0,4856- 1,5~ = 0,579.

1—0&0
1,025 - 105
== = 20,52 m/s.
\/o 579 0,421 - 9982  20P2 /s

d) Kritische Massenstromdichte p*v*,

*

p vt = prcir = pochpp— =600 - 29,65 - 0,4856 = 8639 kg/m?s.
Po

Maximaler Massenstrom
N . % 5210747
m* = p*v*A = 8639 - — = 16,96 kg/s.
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Beispiel SicherhVentil

In einem Kessel befindet sich ein Gemisch aus Ol (p; = 870 kg/m?) und Luft (R, = 287,06 J/kgK) bei ei-
ner Temperatur T' = 295 K. Bei einem Druck von py = 3,2 bar im Kessel betriagt die Schallgeschwindigkeit
cer0 = 42,1 m/s.

a) Berechnen Sie den Volumenanteil a der Luft im Kessel. Bei gegebener Schallgeschwindigkeit c,79
sind zwei verschiedene Werte fiir ap moglich. Nehmen Sie den niedrigeren Wert.

Ein Sicherheitsventil soll so ausgelegt werden, dass bei einem Umgebungsdruck von pg = 1 bar min-
destens ein Massenstrom von 7 = 10 kg/s ausstromen kann. Berechnen Sie unter der Annahme einer
reibungsfreien Diisenstromung

b) die minimal notige Querschnittsfliche des Ventils.
c) Bis zu welchem Gegendruck pg max bleibt der Massenstrom konstant?

Eine 20 m lange Rohrleitung mit der in (b) berechneten Querschnittsfliche und mit dem Rohrreibungs-
beiwert Ag = 0,02 wird an die Diise angeflanscht.

d) Wie hoch muss der Druck im Kessel steigen, damit wieder ein Massenstrom von m = 10 kg/s durch
das Rohr strémt?

Formelsammlung
verallgemeinerte Bernoulligleichung:

2 2
v (% Oy Dr
pry +pEpglz = =) p12+p[ +1_arn<p>}

kritisches Druckverhaltnis:

1— . * 1 1— *\ 2
®1-2)-(2) -3+ 520%)
o Do Do 2 ag  po

Rohrstrémung mit Reibung:

R =K(— = )+Kh(2)+1-K)n|(——L), K=—"
2q* ) (Mr M)+ D(M>+( ST 1 —a)M
Losung

Rechengang (a)—(c):

Das Druckverhéltnis pg/po ist wahrscheinlich kleiner als das kritische Druckverhéltnis p*/pg. Stimmt
das, so wird in der Diise der kritische Zustand erreicht. Das Gemisch expandiert nur bis zum kritischen
Druck p*, nicht bis zum Umgebungsdruck pg. Das Gemisch erreicht die kritische Schallgeschwindigkeit,
vE = c,p. Mit der kritischen Masssenstromdichte p*v* = p*c}p ldsst sich schlieflich die Querschnittsfliche
A berechnen.

o Kesselzustand bestimmen. Aus c;7 folgt ay.
e Kritisches Druckverhiltnis p*/pg berechnen. Uberpriifen, ob pg/po < p*/po.
o Kritische Zustandsgréfien o und ¢} bestimmen.

e Aus p*v* und 7 die Querschnittsfliche A berechnen.
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a) Kesselzustand:

o b0 I P _ 3,2-10°
h ap(1 —ap)p1 0 plch’O 870 - 42,12

1 /1
a012 =5 + 1 0,2075 = 0,5 £ 0,206

a) Volumenanteil der Luft: ag = 0,294.
b)
In Gleichung fiir kritisches Druckverhéltnis einsetzen:

_ * * x\ 2
L=ao 0706 o, o, (1 _ p) —In (p) —05 <1 + 2,4p>
b

= 0,2075

Zwei Losungen:

Qg 0,294 Po Po 0
Newton-Verfahren: P =T, Tiy1 = T — f,(%)
Do J ()

f(z) =0,5(1 +2,42)2 + In(x) — 2,4 + 2,42 = 2,882% + 4,8z + In(z) — 1,9

f'(z) =576z +4,8 + 27!

Startwert: zo = 0,5; 21 = 0,5 — 095329 = 0,4456

g = 0,4456 — 239T10° _ 0 4454

Kritisches Druckverhiltnis: 2 = 0,445, p* = 1,42 bar.

Wegen pg < p* wird in der ]]Z))Oiise der kritische Zustand erreicht (choked flow). Das Gemisch stromt mit
der kritischen Schallgeschwindigkeit c¥, beim kritischen Druck p* aus dem Kessel (und expandiert in der
Umgebung nach).

Berechnung der kritischen Grofien:

* % *1 — —1
po% _ P a*:(1+p a0> = (1—0,445-2,4)"1 = 0,484.

1—0[0 1—a*
1,42 107
=\ — 25,56 m/s.
l—a )1 \/0484 0516870 o0 m/s

(1 —a*)py = 449 kg/m?*; p*ciy = 11480 kg/m?s.

b) minimale Querschnittsfliche: A = mo_ 10 =8,71-107* m? = 8,71 cm?.
prcir 11480

c¢) maximaler Gegendruck: pg max = p* = 1,42 bar.
d) Die Stromung durch das Rohr muss den kritischen Zustand erreichen (choked flow), da die kritische
Massenstromdichte (bei p* = 1,42 bar) grofler ist als die maximal mogliche Massenstromdichte bei pg =
1 bar. . . .

pc p . x
R R R

Am Ende des Rohres wird M = 1 erreicht. Einsetzen in GI. fiir Rohrstrémung, p* — p, o — a.

o 0,484 4-8,71

K = = ’ = — Zr = 2 = = .
="l 0516 0,938, z—=z Om, d - 3,33 cm
0,02 1 1+ 0,938M/,
— = .90 =0,938 —1) 40,9382 In(M, 1—0,938%)1 ()
20,0333 ’ (Mr > +0,9387In(My) + (1 - 0,938%) In 1,038
0,938
6,006 = — 0,938 4 0,87981In(M;) + 0,1202In(1 + 0,938M,) — 0,07953

r
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Iteration per Newton-Verfahren:

0,938
f(My) = —7,024 + — + 0,8798 In(M;) + 0,12021In(1 + 0,938M,)
r
0,938 0,8798 0,1127
/ M — _ ) ) Y
F (M) M?2 M, * 1+ 0,938M,
. 0,341
Startwert: M, o = 0,1 (M, = 0,5, M;o =1 geht nicht.); M,; =0,1 — 8490~ 0,104.
1,42 -1
oM, = *M* r — - =1 s .
p p = D 0.104 3,75 bar

Der Druck p, = 13,65 bar herrscht am Beginn der Rohrleitung. Zur (groben) Berechnung des Kessel-
druckes nehmen wir an, dass die vollausgebildete Rohrstrémung gleich an die reibungsfreie Strémung
durch die Diise anschlie8t. Es wird der nétige Ruhedruck p; berechnet, um das Gemisch in einer Diise
auf M; = 0,104 zu beschleunigen.
Geschwindigkeit berechnen: .

prar — p @ PoXo

l—ap 1—0a* 1-—ag

1-— -1 1 -1
= = (1 B a0> - (1 n 3’72,4> — 0,0887
Po 3,2

ao
o 13,7 10°
= _ — 139,6 m/s.
T, (1 — an)p1 \/0,0887 20,0113 - 870 m/s

vr = My, = 0,104 - 139,6 = 14,5 m/s.

Finsetzen in verallg. Bernoulligl.: p; — p, v = 0.

14,52 0,0887 13,7
=870 — 13.7-10° (1 + = 1 ’
b1 y T ( o013 " <p1/bar)>

13,7
bar = 14,61 + 1,3331 ’

Newton-Verfahren: f(p1) = —p1 + 14,61 4+ 1,3331n(13,7/p1), f'(p1) = =1 — 1,333 /p1,
—14,5+ 14,61 + 1,3331n(13,7/14,5)
—1-1,333/14,5

Der Kesseldruck muss p; = 14,53 bar betragen.

pro=145; pig=145— = 14,5 — 0,0345/(—1,092) = 14,53 bar.
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Beispiel Wirbelschicht

In einem Rohr mit dem Innendurchmesser von 80 cm soll Kohlestaub in einer Wirbelschicht verbrannt
werden. Berechnen Sie das Verhalten der Wirbelschicht bei einer Temperatur der Luft von ¢ = 70°C
(p1 = 1kg/m? v = 2:1075 m?/s). Der Kohlestaub bestehe aus Partikel mit einem Durchmesser von 2 mm,
die Dichte betriigt po = 1300 kg/m?. Die Sinkgeschwindigkeit eines Teilchens betrage U = 8,2 m/s. Die
Teilchen verhalten sich entsprechend der Driftfluss-Relation von Richardson und Zaki, ji2 = a(1—a)?3U,
mit amax = 0,6.

a)

J12 0,3

Wie grof ist der minimale nétige Volumenstrom an Luft, um das Festbett zu l6sen und eine Wir-
belschicht zu erzeugen? Zeichnen Sie die Losung fiir die Volumenstromdichte in den Graphen unten
ein. Falls Sie die Aufgabe graphisch 16sen, machen Sie die Konstruktion der Losung deutlich.

Wie hoch ist die maximal mégliche Volumenstromdichte der Luft? Wie grof} ist der entsprechende
Volumenstrom?

Welcher Volumenstrom ist notig, um die Wirbelschicht zu einer Teilchenkonzentration von a = 0,2
zu expandieren? Zeichnen Sie die Losung fiir die Volumenstromdichte in den Graphen unten ein.
Falls Sie die Aufgabe graphisch 16sen, machen Sie die Konstruktion der Lésung deutlich.

Welche Masse an Kohle ist, bei a = 0,2, in der Wirbelschicht vorhanden, wenn die Wirbelschicht
eine Hohe von H = 1,8 m hat?

Wie gro8} ist die Druckdifferenz Ap iiber die Wirbelschicht.

Zum Zeitpunkt tg werde das Geblise abgestellt. Wie lange braucht es, bis die Wirbelschicht von o =
0,2 zu einem Festbett zusammengesunken ist? Welche Hohe hat das Festbett nach dem Abschluss
der Sedimentation?

0,6

0,55 1

0,5 ]

0,45 - .

04| .

0,35 | ]

0,25 |- 1

0,2 |

0,15 1

0,05 - .

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Driftfluss-Relation von Richardson und Zaki, j12/U = a(1 — a)?3.

Losung

Die Sinkgeschwindigkeit war gegeben, dennoch hier die Berechnung der Sinkgeschwindigkeit:

g(p2 — p1) 4R*1/3 = cuprU*R*1 /2,
—_———

rp2, wg. p1<Kp2

S8R 8-1-1073-9,81
oML _ 2. = \/ 21,3108 = 8,247 m/s.

3cw p1 3-0,5
82-2-1073 o : "
Rey = BRI = 820. Zu verwenden ist die Driftflussbeziehung fiir Reyy > 500,
g12/U = a(1 — a)>3.

a)
Die untere kritische Volumenstromdichte jj ergibt sich aus dem Wert des Driftflusses bei o = amax,
max = 0,6,

jia(a = 0,6) = 0,6 - 0,4%3°U = 0,06714U.

o 1
Geradengleichung: j7 = N2 _ % =0,112U = 0,918 m/s.
o b

(Auch: j2 = Oéj —j12, mit jQ =0 ist j = jlg/a, daher ist jl = (1 — a)] ‘|—j12 = j12/01.)
Vi =jtA; A= R*r =047 =0,5027 m>.

Vi =0,918-0,5 = 0,46 m®/s

ji*=U=82m/s; Vi*=82-05=41m’/s.
c)

j1 ergibt sich aus dem Wert von jio fiir o = 0,2,
jio(a =10,2) =0,2-0,8*%9U = 0,1173U.
Wie oben ist j; = jio/a = 0,1173U/0,2 = 0,587U = 4,81 m/s.

Vi =jA=1481-0,5=241 m%/s.

d)
V = AH = 0,5027 - 1,8 = 0,905 m%; mg = Vaps = aVps = 0,2 - 0,905 - 1300 = 235,3 kg.

e)

dp

- (1 —a)p1 + apz)g ~ 0,2 -1300g = 2550 Pa/m.

Ap = 2550 - 1,8 = 4590 Pa = 0,04 bar.

f)
StoBgeschwindigkeit |Cap| = ‘712(0620’2) = (siehe c) 4,81 m/s.

Hohe des Festbettes h:
h-06=H-02, h=18-0,2/0,6=0,6 m.
H-h 12

R
ST Cap| 4,81

= 0,25 s.
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