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1 Fourierreihen zeitkontinuierlicher period. Signale

227 ]. T 27
x(t)=x(t+T)= k_z cp el T = Ck = T/o z(t)e™d L
x(t — Tp) = e Tog,
eI T (t) = Cm
x*(t) = c
.T(—t) <~ C_k
(at), a>0 = ¢k, Periode I
T
/ x(r)y(t —7)dr — Terdy, x, y gleiche Periode
0 oo
z(t)y(t) = Z ¢ di—i, x,y gleiche Periode
l=—00
ze(t) = H(z(t) + 27 (—1)) = Re{ck}
zo(t) = 3(x(t) — 2% (1)) —  jSmfa}
Re{z(t)} = sk +cy)
JSm{x(t)} = s(ck —cy)
7 = ¥k
¢
/ x(7) dr mit ¢g =0 = ﬂ%ck
Einige Fourierreihen'
eI T — Ik —1]
cos 24t = S0k — 1] + L8[k + 1]
sin 27t = %5[]{? —1] = %5[1{: + 1]
- 1
o(t —nT — — Vk
L ]
1 < sin %Tl
x(t) { 0 T <t = o
2 (=D*
|cos 2r¢|  (Periode %) = = T (k)2

L5(t) ist die Diracsche Deltafunktion, §[k] ist der Einsimpuls.
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2 Fouriertransformation zeitkontinuierlicher Signale

i 5(t — kT)
k=—o00

i Cr €j%t
k=—o00

o(t)

sign(t)

e “o(t), Refa} >0

(ntn__l)! e o(t), Re{a} >0

r11 010 1111

x(t) = 2i /00 X (jw) e dw = X(jw) = /00 x(t) e ¥ dt
z(t — Tp) — WX (jw)
etz (t) —  X({(w—w))
z*(t) = X(—jw)
x(—t) = X(—jw)
z(at) = |111_\ X (L&)
(2% 9)(1) = X(jw)Y(w)
H(t)y(t) =AY
ze(t) = 5(x(t) + 2*(~t)) —  Re{X(jw)}
7o(t) = Sa(t) — 2*(~1)) = jSm{X(w)
Refa (1)} X = JXGe) + X (—jw))
jomia(t)} = X (jw) = YX(w) - X*(—jw))
ta(t) — j—dxdgw)
sl = (wrX(w)
/ x(7)dr = jin(jw) + 71X (0)6(w)
Einige Fouriertransformationspaare
5(t — T()) e—3wTo
elwot 276 (w — wp)
cos wyt m0(w — wp) + T (w + wo)
sin wot 50(w —wo) — F0(w + wo)




Einige Fouriertransformationspaare (Fortsetzung)

a 2a
e—altl , §Re{a} >0 <~ m
sin w,t )
— X =
~ (Jw) {
1 < sin w7}
-4 < sin® <0
t = Tl - @ 2
:E( ) { 0 ‘t| > T3 Tl(JJ2
w2
e—atQ’ a > O N \/EG_E
a
d"i(t) )
— — "
o (Jw)
d™o
" — 2my" y <:Lu)
w
2

1 |w] < we
0 |w| > we

Dualitat der Fouriertransformation

()
X(jt)

—  X(jw)

= 21z (—w)

Parsevalsche Beziehung fiir aperiodische Signale:

o] ) 1
/_w 2(t)Pdt = =

| X (jw)[*dw

1/°°

Parsevalsche Beziehung fiir periodische Signale:

[e.9]

o0

2 laf

k=—o00

1 [T )
— HPdt =

Poissonsche Summenformel:

[e.9]

n=—oo

2

mit Wo = T

3

1 )
Z z(t+nT) = T Z X (jnwg)el ™ot

n=—oo




3 Fourierreihen zeitdiskreter periodischer Signale

N-—1
27k

x[n — No|
N z[n)]
z*[n]
[=n]

zln] = z[n+ N] = chejT"

[ A A

rri1eee

1 ‘2m
Ck = CheN = 55 Z z[n] eI F

_j2mk
e IN No ¢,

Nepdy, x, y gleiche Periode

N-1
Z ¢ di_;, x,y gleiche Periode

1=0

Re{ck}
JSm{c}
Hew+cy)

(ck — c2y)

1-— e_j%> Cr

1
Ck
-2k
l—e 7%

N NI

Einige Fourierreihen?

eI

cosQ’rTmn

sin%Tmn

Z d[n — mN]|

- 1 0<n<N,

znj]=¢ 1 N—-N<n<N-1
0 sonst

1117

1 sin (2N, + 1)%F)

.. wk
N sin 57

!

’Bei den Beziehungen ist die Periodizitéit von ¢; mit der Periode N zu beriicksichtigen.




4 Fouriertransformation zeitdiskreter Signale

1 o j0 jon j0 S —j6n
x[n] = o /. X)) e"d) <= X(e) = nzzoox[n] e’
x[n — No| eI X (oY)
el%my[n] =  X(eI0-0)
x*[n] — X*(e )
x[—n] — X(eY)
(xxy)[n] — X(e)Y (&)
x[nly[n] — %(X *Y)(el?)
zeln| = %(m[n] + z*[—n)) — Re{X(e)}
To[n] = %(x[n] o — Sm{X (%)}
Re{z[n]} = X(e) = 3(X (/) + X*(e7))
jSm{z[n]} = Xo(e) = 3(X(e) — X* (7))
X (e
nx(n] = jd C;; )
" 1 : 4
kz (k] = 1 e_jGX@J@) + 71X (e7°)05,(6)
Einige Fouriertransformationspaare?®
d[n — No| & N
eiton < 27'('52,.—(9 — 90)
cos Oyn = 09 (0 — 6p) + a2y (0 + o)
sin 00” <~ %(Sgﬂ(e — 90) — ?5271—(0 + 00)
- 2T — 21k
1
o[n] = = + moar(0)
a U[?’L], |a| < — m
i 1 0<f <«
M g<a<w —  X() = <ol <
™m 0 a<ld<mw
1 |n| <N in ((2N; + 1)
x[n] = In ' — o <( ; 19 )2)
0 |n|>MN sin 5

3Bei den Beziehungen ist die 27-Periodizitit im Frequenzbereich zu beriicksichtigen. dox(6)

S 6(0 — 2nk).
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Parsevalsche Beziehung fiir aperiodische zeitdiskrete Signale:

> lelall =5 [ X (") a9

n=—oo

Parsevalsche Beziehung fiir periodische zeitdiskrete Signale:

=

gM

N-1
=2 _lel?
k=0

1
N
1 2
Mit z[n] = x[n + N] und den Fourierreihenkoeffizienten ¢, = N Z x[n]e‘ﬂ%”k.

5 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

In den Beziehungen sind z[n] und y[n| N-Punkte Signale, d.h. sie sind fiir das Inter-
vall n € [0, N — 1] definiert und besitzen daher eine endliche Lénge N. Die Notation
z[(n)y] = x[n modulo N] ist die periodische Fortsetzung des N-Punkte Signals z[n]. Mit
der Rechteckfunktion

Rnln| = { é goisi? sN-1 gilt z[n] = z[(n)n|Rn(n].

Merkregel: In den DFT-Formeln ist ein N-Punkte Signal stets als die Grundperiode
(n € [0, N — 1]) eines periodischen zeitdiskreten Signals zu betrachten.

x[n]Z% " X[k = X[k =Y afn)e T

2(n = No)n| R 1] — eIHN X[

1N z[n] —  X[(k—m)y]Rn[H]

z*[n] = X*[(—Fk)n]Rn[F]
z*[(—=n)n|Ru[n] —  X*[K]

( x[(m)ﬂy[(n—mm}) Ry[n] <=  X[K]YK]

z[nly[n] = ( ZX >N]>RN[k]
5 [#[(n)n] + z*[(—n)N]] R[] = %Re{X[ I}

5 zl(n)n] — 2*[(—n)n]] Ru[n] — jSOm{X[k]}

Re{x[n]} — %[X[(k?)N]+X*[(—k’)NHRN[k‘]
FSm{z(n]} — F[XI[(k)n] = X*[(—k)n]]Ru(K]

(=}



Einige DFT Beispiele!

eI *Fn < No[k —m)]
cos 2y — bk —m]+ 5ok +m— N|
sin 22%n = %5[/€—m]—2ﬂj§[/€+m—N]
d[n] — 1
1 0<n< Nl : 7k
Sns 2N, + 1)k
znj=¢ 1 N-N<n<N-1 <« Sm(('lﬂk )N)
0 sonst Sy
6 Z—Transformation
1 o0
xn] = o ng(z)znldz = X(z) = nzzoox[n]z”

Die in der Tabelle angegebenen Bereiche sind die Konvergenzringe der zweiseitigen Z—
Transformation und kénnen in einzelnen Féllen auch gréfer sein.

x[n] < X(z) R, <|z| <Ry,
y[n] & Y(z) R, <|z| <Ry,
ax[n] +by[n] & aX(z)+0bY(2) max(R,_, R, ) < |z| <min(R, , Ry, )
z[n + ng| & 22X (z) R, < |z| < R,,
zln) & X Zi 20| Ra_ < |2| < |20| Ro,
0
X
nxn| & —z d diz) R, <|z| <Ry,
z*[n] & X*H(2Y) R, <|z| <Ry,
x[—n] & X(z7hH 7 < z| < R
Re{z[n]} & 2(X(2)+X*(z7)) R, <|z| <Ry,
JSmizin]} e 3(X(2) - X*(2")) Ry < z[ < R,
(xxy)[n] & X (2)Y(2) max(R,_, R, ) < |z| <min(R,,, Ry, )
1 X)), (=
z[n]y[n] & %fé . Y (;) dv R, R, <|z| <R, R,
- 1
> x[k] & —=X() max(R, ,1) < |z| < R.,
k=—o00

“In den Formeln gilt 0 < n< N—-1,0<k<N-1und0<m<N —1.
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Zeitverschiebung fiir die einseitige Z—Transformation:

no—1

zn+ng| & 2" <X(z) — x[n]z_”) , no>0

n=0

n

[=}

zn —ngl & 2 (X(z) + x[—n]z") , no>0

n=1

Residuensatz fiir die inverse Z—Transformation:

Rechtsseitiges Signal (z[n] =0 fir n < 0):
1
x[n] = o ]gX(z)z”_l dz = | Z:R Resp {X(2)2" '} n=0,1,2,...
2k T

Alle Residuen im Gebiet innerhalb von C werden aufsummiert, wobei der Radius von C
grofer als der Konvergenzradius R, sein muf.

Linksseitiges Signal (z[n] = 0 fir n > 0):
1 Iy . I\ ..
znl=— ¢ X |- )2" dz= Z Resps X (- ) =2 n=0,-1,...
2rg Jeor z ) z
‘Zl/c|<R_z
Alle Residuen im Gebiet innerhalb von C" werden aufsummiert, wobei der Radius von C’
grofler als RLI sein muf.

Achtung: Durch z*"~! kann fiir n = 0 ein zusétzlicher Pol bei z = 0 auftreten. Daher
sollte bei der inversen Z-Transformation der Fall n = 0 getrennt behandelt werden!

Einfacher Pol 2z, von X (z) = ggi;
Resp{ X (2)2" '} = Znglo’C ((z - Zwk)gz; z”_1>
M facher Pol z,;, von X(z) = gg;

-z (0”557

Resp{ X (2)2" 7'} =

Z—Zocok

Residuum im Unendlichen:

Res.—oc {X(2)2" ™'} = —Res.—o {X <1) an}

z



Anfangswertsatz der einseitigen Z—Transformation:

z[0] = lim X(z)

Z—00

Endwertsatz der einseitigen Z—Transformation:

lim z[n| = lim(z — 1) X (2)

n—o00 z—1

Eingeschaltetes periodisches Signal:

zln] = z,[njoln] = X(z) = ZNZ]i . ( g xp[n]z_”)

mit x,[n| = z,[n + N]

Einige Z—Transformationspaare

d[n| = 1 Vz
z
<~ > 1
oln) — 4
2
—ol—=n -1 — <1
olon—1] — 4
a"o[n] = : || > |of
Z—
—ao[—n — 1] = - |z| < |of
Z—
2
2
sinan o[n] = “oma |z| > 1
22 —2zcosa+1
2(z — cos )
<~ >1
cosan o{n] 2?2 —2zcosa+ 1 12
p"sinan o[n| = prsna |z| > p
22 — 2pzcos a + p?
2(z — pcosa)
" — >
p" cosan on] = 2prconat |z| > p
2% sin @ + zsin(a — @)
' — > 1
sin(an + ¢) o[n] PO P— ||
1 z
— n>0 = log, |z| > 1
n z—1
1 — e—on -«
c o[n] = oz+logez c lz| > 1, a>0
n z—1
sin an sin o
o[n] = a + arctan (7> |z| > cosa
n Z — cos
a >0
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Normierte Form der bilinearen Z—Transformation

Mit 1 1
8:—2_ , v:tanﬂé
vz+1 fs
H(z) = Ha(s)| .,
Si;z-kl

wird ein analoges Filter mit der Ubertragungsfunktion H,(s) (dabei ist s/27 normiert
auf die analoge Bezugsfrequenz f,,) in ein digitales Filter mit der Ubertragungsfunktion
H(z) und der Bezugsfrequenz f, iibergefiihrt (f, ist die Abtastfrequenz).

7 Multiratensignalverarbeitung

In den angegebenen Formeln sind der Unterabtastfaktor M und der Uberabtastfaktor L
ganzzahlig (M, L € N).

x[n] <~ X(@JG)
X(2)
| M
y[n] = x[Mn] — Y( _MZX 6J0 27rk/M)
| M- e
Y(Z) - X (eijWk/le/M)
L 0,+L,+2L M -
ot = { gL LD EREE e (o)
Y(2) = X ()
Polyphasenzerlegung:
oo M—-1
X(z) = Z zn|z ™" = 27X (2M)
n=—00 k=0
mit - -
Xi(2) = Z xp[mlz"" = Z [Mm+Eklz7™, k=0,1,....M —1
Fall M =2
X(2) = Xo (%) +27'X3 (%)
Xo(z) = Z x[2m]z7"
Xi(z)= > z[2m+1]



Elementare Vertauschungsoperationen

M

y

y

y

y

+L

+ L

y

M

L

y

+ M

—
F

T

1!

1!

T

1!
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