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Ubung zu Eigenwertproblemen — Ubung 1

Aufgabe 1:
Sphérische, harmonische Funktionen der Ordnung n sind Einschrénkungen von homogenen (p(az) =
a”p(z)), harmonischen (Ap = 0) Polynomen vom Grade n auf die Einheitssphére.

a) Zeigen Sie: Es existieren in R? genau 2n + 1 linear unabhiingige sphérische harmonische Funk-
tionen der Ordnung n. Hinweis: Leiten Sie aus Hy(x) = Y }_y (1, 22)2% eine Rekursionsformel
fiir die homogenen Polynome «y her.

b) In Kugelkoordinaten gilt fiir homogene Polynome H,(r,z) = r"Y,(Z). Zeigen Sie, dass die
sphérischen harmonischen Funktionen Y,, Figenfunktionen des Laplace-Beltrami Operators der Ein-
heitssphére sind und geben Sie die zugehorigen Eigenwerte an.

c) Zeigen Sie mit Hilfe der zweiten Greenschen Formel, dass
/ YoVmdi =0,  n#m, (1)
Q

mit Q= {x € R3: ||z||s = 1}.

d) Formulieren Sie die Aussagen aus (a) und (b) fiir den R2.

Aufgabe 2:
Sei H = L*(R) und A : D(A) — H der Multiplikationsoperator auf H, d.h. fiir f € D(A) := {f | Af €
H} ist

(Af):x—zf(x), zeR.

Berechnen Sie die Resolventenmenge und das Spektrum von A. Gibt es Eigenwerte von A?

Aufgabe 3:
Sei p(x) = p1 > 0 auf [0,1) und p(xz) = pa > 0 auf (1,2]. Geben Sie die Eigenpaare (A\,u) € C x

H'((0,2))\ {0} von , ,
/Ouv dx:)\/o puvdr

mit Hilfe der Nullstellen einer skalaren Funktion an.

Aufgabe 4:

Sie bekommen im TISS ein python-Skript zur Verfiigung gestellt. Installieren Sie die benétigten Pro-
gramme (ngsolve z.B. iiber https://ngsolve.org/downloads ) und testen Sie das Programm. Welche
Konvergenzraten erhalten Sie, wenn Sie fiir verschiedene fixe Polynomordnungen die maximale Git-
terweite verdndern?



