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Ubung zu Eigenwertproblemen — Ubung 2

Aufgabe 5:
Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 2, dass —A : D(—A) C L?*(R) — L?(R) keine Eigenwerte besitzt.

Aufgabe 6:

Sei Qg = {r(cosp,sinp)’ € R? : r € (0,1),9 € (0,7/8)} fir 8 € (1/2,1) ein nicht-konvexer
Kreissektor. Verwenden Sie den Ansatz u(r,p) = (1 — 72)r?sin(B¢p) zur Konstruktion einer Losung
u € H}(Qp) mit u ¢ H?(Qg) der Poisson Gleichung Au = f mit passendem f € L%(Qp).

Aufgabe 7:
Sei V ein Hilbertraum, A : V' — V ein linearer, beschrankter Operator und A,, : V' — V eine Folge
linearer, beschréinkter Operatoren mit || A, — A| ) — 0 fiir n — oc.

Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) Es existiert eine beschrinkte Inverse A=': V — V.

(b) Es existiert ein ng € N sodass fiir alle n > ng die Inversen A,! existieren und gleichmiBig
beschrénkt sind.

Zeigen Sie weiter, dass dann fiir f, f, € V und Losungen u,u, € V von Au = f bzw. A u, = f, eine
Konstante C' > 0 unabhingig von n > ng existiert mit

[u = un[| < C([[A = Anll + [[fn = fID -

Hinweis:: Fiir beschrénkte, lineare Operatoren A mit ||A|| < 1 ist I — A invertierbar und es gilt
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wobei AY := T definiert ist.

Aufgabe 8:
a) Sei C € KV*N eine hermitesche Matrix mit Eigenwerten |A1| > [Xo| > - > |An|, 2@ € KN\ {0}
und 2® = €27V gje Vektor-Tteration. Zeigen Sie, dass in aller Regel fiir der Raileigh-Quotienten
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b) Seien nun A, B ¢ K¥*¥ hermitesch, positiv definite Matrizen beziiglich des euklidischen Skalar-
produktes. Zeigen Sie, dass fiir beliebiges p € K, welches nicht Eigenwert von Au = ABu ist, die
Matrix (A — pB)~!B hermitesch beziiglich des durch B induzierten Skalarproduktes ist. Welche Feh-
lerabschétzung erhilt man fir A\#) = p 41 / p® ) wenn p® der Raileigh-Quotient der Vektor-Iteration
von (A — pB)~!B beziiglich des durch B induzierten Skalarproduktes ist?



Aufgabe 9:
Verwenden Sie das Python-Skript aus Aufgabe 4 zur Uberpriifung der Aussagen aus Aufgabe 8. Achten
Sie dabei darauf, dass Sie eine Fehlerabschitzung fiir die Quadrate A? haben.



