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Ubung zu Eigenwertproblemen — Ubung 4

Aufgabe 14:

Sei A:V — V ein beschrinkter, linearer Operator. Weiter sei Ag ein isolierter Eigenwert von A und
I' € p(A) eine geschlossene, positiv orientierte Kurve um Ao, deren Inneres mit Ausnahme von Ag
ebenfalls in der Resolventenmenge von A liegt. Der spektrale Projektor Py, sei wie in der Vorlesung
definiert.

Beweisen Sie, dass fiir beliebiges » € N der Raum ker(A — A\oid)” im Bild Py,(V') des Projektors liegt.

Hinweis: Folgen Sie der Argumentation im Beweis von Lemma 5.1 und nutzen Sie ker(A — A\gid)" C
ker(A — \gid)" L.

Aufgabe 15:
Zeigen Sie folgendes Hilfsresultat: Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes sei p # Ag und n € Z.
Wir betrachten folgendes Intragal

I:= 2% F()\ —X0) " = N7t
und unterscheiden, ob p ausserhalb oder innerhalb des von I' eingeschlossenen Bereichs liegt.
a) I =0 firn <0 und p ausserhalb.
b) I=(u— X)) ™! fiir n >0 und p ausserhalb.
c) I =0 firn>0und g innerhalb
d) I=(u—X) ™! fiirn <0und g innerhalb.

Hinweis: Integralformel von Cauchy.

Aufgabe 16:
Wir entwickeln die Resolvente R(u) in der Umgebung von )¢ in die Laurent-Reihe
- 1
= —Xo)"Rn ni==— [ (A= X)) "' R(A)dA. 1
R(n) nz_oom 0" Bus Rui= g [ (0= 20) TR (1)

Es gilt Py, = R_1.
a) Sei m > 0. Berechnen Sie R_3R_,,, indem Sie eine weitere, geeignete Kontur I ausserhalb von
I fiir die Berechnung von R_y verwenden. Leiten Sie daraus die Beziehung R_,, = —D™~! mit

D = —R_2 = —(A - )\0 id)P)\O

her.

b) Sei m > 0. Berechnen Sie analog RyR,, und leiten Sie R,, = S™m+L mit S := Ry her. Beweisen
Sie
Py,S =SSPy, =0.



c) Seinun M := Py,(V) und N := (id —Py,) (V) mit V = M & N. Schlieflen Sie aus dem vorher-
genden die Darstellung
R(p) = R(p) Py + R(p)(id =Py, )

mit
R(i) Py = (1= 20) " Pry = S (= 20) 710", R(u)(d—Prg) = (1 — Ao)"S™ 1.
n=1 n=0

Fiir welche pu konvergieren die Reihen?

Aufgabe 17:
Sei nun A ein kompakter Operator, A\g # 0, ker(A — \pid)" sei der verallgemeinerte Eigenraum und 0
sei auerhalb von I'.

a) Beweisen Sie, dass die Einschrinkung A|y; : M — V der Abbildung A ein kompakter Operator
von M — M ist. Folgern Sie daraus, dass M endlich-dimensional ist.

b)  Zeigen Sie, dass Ao ein Eigenwert von A|s ist und dass die Riesz-Zahl, der Eigenraum und der
verallgemeinerte Eigenraum dieser Abbildung mit der von A : V' — V identisch sind.

c) Zeigen Sie, dass Al keine weiteren Eigenwerte besitzt, indem Sie zeigen, dass R(u)Py, fur alle
w1 ausserhalb von I' beschréankt sind.

d) Schlieflen Sie daraus M = ker(A — Agid)".

Hinweis zu a: Die Identitét ist genau auf endlich-dimensionalen Rdumen kompakt.

Aufgabe 18:
Verwenden Sie die vorigen Aussagen um folgende Darstellung der Resolvente zu erhalten:
1 r—1 1 00
R(p) = Py,—Y —————D"+ ) (u— )5S, 2
p=2Xxo nz::l (1= Ao)H! nz:% ) @

Damit ist die Resolvente in einer Umgebung von Ay eine meromorphe Funktion mit einem Pol der
Ordnung r bei Ag.



