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Übung zu Eigenwertproblemen – Übung 5

Aufgabe 19:
Seien T, Th : E → E die Operatoren aus dem Beweis von Satz 5.17 der Vorlesung und sei

δ(h) :=

m∑
l,k=1

|((A−Ah)ϕl, ϕ
∗
k)|+ ∥(A−Ah)|E∥∥(A∗ −A∗

h)|E∗∥ → 0 für h → 0. (1)

a) Beweisen Sie, dass für hinreichend kleine h eine Konstante C > 0 existiert mit

∥T − Th∥ ≤ Cδ(h).

b) Folgern Sie daraus ∥∥∥∥∥∥ 1λ − 1

m

m∑
j=1

1

λ
(h)
j

∥∥∥∥∥∥ ≤ Cδ(h).

Hinweis zu b: Verwenden Sie
∣∣Spur(T−1

h − T−1)
∣∣ ≤ m∥T−1

h − T−1∥.

Aufgabe 20:
Sei Ω := (−1, 1) und

a(x) :=

{
1, x > 0

−c2, x < 0
, c ∈ (0, 1).

Weiter sei V = H1
0 (Ω) und

a(u, v) :=

∫
Ω
a(x)u′(x) v′(x) dx, b(u, v) :=

∫
Ω
u(x) v(x) dx, u, v ∈ V

und der Operator S : V → S(V ) definiert durch

(Sv) (x) :=

{
v|(0,1)(x), x > 0

−v|(−1,0)(x) + 2v|(0,1)(−x), x < 0
.

a) Zeigen Sie, dass S : V → V ein beschränkter, linearer Operator ist mit stetiger Inversen.

b) Beweisen Sie, dass die Bilinearformen ã(·, ·) := a(·, S·) und b̃(·, ·) := b(·, S·) die Voraussetzungen
aus Abschnitt 6 des Vorlesungsskriptes erfüllen.

c) Damit sind die Konvergenzaussagen aus Abschnitt 6 auf die diskreten Eigenwertprobleme ã(uh, vh) =
λhb̃(uh, vh) anwendbar. Sind sie auch auf die Eigenwertprobleme a(uh, vh) = λhb(uh, vh) übertragbar?

Hinweis zu b: Young-Ungleichung fg ≤ f2

2η + ηg2

2 für beliebiges η > 0.

Aufgabe 21:
Lösen Sie das Beispiel aus der vorigen Aufgabe numerisch um festzustellen, wie die Konvergenzraten
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tatsächlich ausschauen. Sie können dazu einen einfachen, 1d Fem-Code mit Hutfunktionen (also p =
1) verwenden. Referenzlösungen können Sie erhalten, indem Sie die Nullstellen der Determinante
folgender Matrix suchen:

λ 7→
(

exp (λ/c)− exp (−λ/c) exp (−iλ)− exp (iλ))
−c (exp (λ/c) + exp (−λ/c)) i (exp (−iλ) + exp (iλ))

)
Aufgabe 22:
Seien B1, B2 : V → V lineare, kompakte Operatoren. Gesucht seien die Eigenpaare (ω, u) ∈ C \ {0} ×
V \ {0} von (

id+ωB1 − ω2B2

)
u = 0 (2)

bzw. für endlich-dimensionale Teilräume Vh ⊂ V mit punktweise konvergenter Projektion Πh : V → Vh

die Eigenpaare (ωh, uh) ∈ C× Vh \ {0} von(
id+ωhΠhB1 − ω2

hΠhB2

)
uh = 0. (3)

a) Zeigen Sie, dass (2) äquivalent ist zu(
id B1

0 id

)
y = ω

(
0 B2

id 0

)
y ⇔

(
−B1 B2

id 0

)
y =

1

ω
y. (4)

mit y ∈ V 2 \ {0}.
b) Zeigen Sie, dass (3) äquivalent ist zu(

Πh ΠhB1

0 Πh

)
yh = ωh

(
0 ΠhB2

Πh 0

)
yh ⇔

(
−ΠhB1 ΠhB2

id 0

)
yh =

1

ωh
yh. (5)

c) Beweisen Sie

lim
h→0

∥∥∥∥(−ΠhB1 ΠhB2

id 0

)
−

(
−B1 B2

id 0

)∥∥∥∥ = 0.

Hinweis zu b: Überlegen Sie sich zunächst, warum Sie beim verallgemeinerten Eigenwertproblem die
Projektionen, die nicht vor den kompakten Operatoren stehen, durch die Identität ersetzen dürfen.
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