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Punkte maximal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre persénlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschliefllich die in die entsprechenden ein-
getragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Thre Lésung samt Zusammenfassung des Lésungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1. Gegeben sei ein Vektorfeld

und eine Flache der Form

OV :={(z,y,2) eR®: 22 + > + 22 =9, 0<ua,y}

Siehe Skizze

a) (2 Punkt) Die Fliche 0V wird mit Kugelkoordinaten parametrisiert. Zeigen Sie, dass der Normalvektor an

dV folgende Form hat:
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b) (3 Punkt) Berechnen Sie (direkt) das Flussintegral des Vektorfeldes a durch die Fliche OV.

Hinweis: [ sin®(z)dz = 7.
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¢) (1 Punkt)

Gegeben sei ein weiteres Vektorfeld b(z, y, z), mit

Yy
N
a(z,y,z) =V x b(x,y, z), a(z,y,2) = | ——=

)

z2+y?
0

und eine Teilmenge Q C R? der Form,

Q:={(z,y,2) eR*: 2% +¢y* <4, —-1<z<1}

Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes a durch die geschlossene Oberfliche von Q).

Fluss:/ a-dS:/V-ad(w,y,z):/V'(be)d(x,y,z):/Od(ac,y,z):O.
aQ Q Q JQ

Gradienenfelder sind wirbelfrei!




e Aufgabe 2.

a)

(4 Punkte) Gegeben sei das folgende Vektorfeld:

In(z) cos(z + z) — y?e* =

z

B(z,y,2) = —2ye" — i

L sin(z + 2) + In(z) cos(z + z) — y?e®™= — W

Finden Sie das dazugehorige Potential ®(z,vy, z), das die Bedingung ®(1,0,1) = 1 erfiillt.

Hinweis: Integrieren Sie zuerst nach x, dann nach y und schlielich nach z. Es gilt % arctan(u) = —

1+u?”
Der Zusammenhang zwischen einem Potential und dem entsprechenden Gradientenfeld lautet
B(z,y,z) = V®(x,y, 2)
weswegen folgende Gleichheiten gelten
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Ausgehend davon kann zunéchst Gleichung (1) nach x integriert werden

Uu=x+z

Be.0.2) = [ eos(a+2) - e an = | T

= /ln(z) cos(u) — y*e"

— In(=) sin(u) — y?e" + C1(y, 2) = In(2) sin(a + 2) — y2e™ + Ci(y, 2)

Dieser Ausdruck wird nach y differenziert und mit (2) verglichen
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Hinweis

—arctan(v) + C(z) = —arctan(yz) + Ca(z)
Der neue Ausdruck fiir @
®(z,y, 2) = In(2) sin(x + 2) — y?e®* — arctan(yz) + Ca(2)

muss nach z abgeleitet werden
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b)

%C’g(z) =0 = (4(z) =C = const.

Um die Konstante zu bestimmen, wird die Bedingung ®(1,0,1) = 1 verwendet

®(1,0,1) =In(1)sin(2) — 0 — arctan(0) + C =C =1

(1 Punkt) Bestimmen Sie jene Bereiche, fiir die das Potential definiert ist.

Der Logarithmus darf nur positive Argumente haben, weswegen z > 0 gelten muss. Der
Definitionsbereich lautet somit

D= {(x,y,2) €R®: 2 >0}

¢) (1 Punkt) Gegeben seien zwei Kurven zwischen den Punkten P = (0,0,1) und @ = (0,1,2), die wie folgt

parametrisiert sind:

0 0
ri(t) = t , ro(s) = s ,
14t 1+ s?

mit ¢ € [0,1],s € [0, 1]. Werden sich die Kurvenintegrale von B iiber r1(¢) und r2(s) unterscheiden? Begriinden
Sie Thre Antwort. Verwenden Sie dafiir Thre Ergebnisse aus Unterpunkt b).

Beide Kurven verlaufen im Definitionsbereich D des Potentials. Deshalb sind die Kurvenintegrale
wegunabhéngig und Thre Werte werden identisch sein.




e Aufgabe 3.
(2 Punkte) Betrachten Sie das Vektorfeld

z + 4y
F(z,y,2z) = 3y —x
2z +\/z

und einen Vollkegel

Vi={(z,y,2) €R®: Va2 +y? <22, 0<2 <1},

siehe Skizze.

a) Berechnen Sie den Normalvektor auf den Kegelmantel OM (die Berechnung des Normalvektors auf die Deck-
fliche ist nicht notwendig) und iiberpriifen Sie, ob der Normalverktor positiv orientiert ist im Bezug auf die
Durchlaufrichtung der Randurve.



Parametrisierung von M mit Zylinderkoordinaten,

x 2z cos(yp)
OM =<plz,o)=y | =]2zsin(p) |, 0<p<2r, 0<2<1
z z
Der Normalvektor,
2 cos(p) —2zsin(p) —2z cos(y)
n(z,p) = 9 X 9 = | 2sin(p) | X | 2zcos(p) | = | —2zsin(p)
0z Oy
1 0 4z

Uberpriifung der Richtung des Normalvektors,

Wir legen den Unlaufsinn auf dem Rand der Fliche als ¢ € [27,0] fest. Dann muss der
Normalvektor nach auflen zeigen. Dazu berechnen wir

-2

und sehen, dass n in das Innere des Kegels zeigt. Wir miissen also,

2z cos(ip)

n(z,9) = | 2zsin(p)
—4z

wihlen.

b) (4 Punkte) Mit Hilfe des Satzes von Gaufl berechnen Sie den Fluss von F' durch die Kegeloberfliche V.



Der Satz von Gauf3 lautet

/ F-dS:/V-FdV.
v v

Parameterdarstellung von V'

x pcos(p)
V(z,0) = y | = | psin(p) |, pel0,22], p€[0,2n], z€[0,1] p,
z z

V-le—l—S—i—ﬁ, d(z,y,z) = pdpdedz =

1 2 2z 1
V-FdV:/ / / <4—|—>,0dpdcpdz
~/V z=0 J p=0 J p=0 2\/g

1 27 2z p
:4V01V—|—// / ——dpdpdz
o Jo Jo 2vz
1 6.2

2 1672 2 92
-(7r22)~1+27r/ %dz:—ﬂﬂ—%"f— i

—4. =
0 2vz 3 5 15

W =




