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Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschliefllich die auf den abgegebenen Blittern
eingetragenen Antworten.

Vergessen Sie nicht, am Ende des schriftlichen Tests Thre Ausarbeitungen sowie Ihren Aus-
weis mit Threm Smartphone/Tablett zu digitalisieren und in TUWEL hochzuladen.



e Aufgabe 1. Gesucht ist die Funktion y(z), die das Funktional

Iy = /0 (=% (2) + dy(2)y (2) — v 2(x) — T/ () — e% +2sinhx)dz, y(0) =1, y(2) =0

unter der Nebenbedingung
2
elyl =/ y(z)dzr =0
0
minimiert.

a) (2 Punkte) Stellen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir y(x) auf.

Mit

h(z, y(2), ¢/(2) = —y2(x) + dy(2)y/ (x) — ¥/ 2(2) — Ty (2) — e + 2sinhz + Ay (x)

a oy _on
de \oy' ) 0Oy

d
%(43/—23/— 7)=—2y+4y + A

berechnen wir

Das ergibt

und schlieilich .
(@)~ y(r) = —5\

b) (2 Punkte) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung.

Zuerst berechnen wir die allgemeine Losung der homogenen Gleichung yy,(z) indem wir den
Ansatz, y,(x) := ce®, machen. Daraus folgt a5 = £1 und

yn(x) = c1€® + coe™ .

Fiir die partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung, y;(x), machen wir den Ansatz
1

yi(7) := c und erhalten y;(x) = 5\. Damit ergibt sich

1
y(xr) = cre” + coe™ " + 5)\




¢) (2 Punkte) Stellen Sie das System der drei linearen Gleichungen auf, aus dem die Konstanten ¢y, ¢y
und A berechnet werden kénnen. Dieses System miissen Sie NICHT losen.

1
y(0) =1 <:>c1—|—02+§)\:1,

1
y(2> =0 < C1€2 + C2€72 + 5)\ =0,

2 2 1
/ y(x)de =0 & / <cle"” + e + 2/\) dr =0 = cie® —ce 2+ X — (c1 — ) = 0.
0 0




e Aufgabe 2. Gegeben ist das Problem Lu(x) :=u” (x) — 4u (x) = sinh ().

a) Zeigen Sie, dass

_ 1 2z 2z <0
U($>: 4(6 € )7 z )
0, x>0,

eine Fundamentallosung des Differentialoperators
Lu(z) =" (x) — 4u (z)

ist. Fithren Sie dabei folgende Schritte aus:

(1 Punkt) Geben Sie die allgemeine Losung der homogenen Gleichung Lu(x) = 0 an.

(1 Punkt) Machen Sie einen geeigneten Ansatz fur U(z), LU = 4.

(2 Punkte) Berechnen Sie U(z). Zusétzlich zu den Standardbedingungen soll auch die Bedingung

1.
2.
3.
U(z) = 0 fiir alle z > 0 gelten.

1. Mit dem Ansatz u (z) = ce®® ergibt sich a9 = £2 und damit die Lésung von Lu = 0,
u(z) = Ae* + Be .
2. Der Ansatz fiir U, mit LU = ¢ lautet
U'(z) —4U (z) =0 Vz #0

und damit
A_ 2x B_ —2x < O
U (z) = 62 + e ) , X ,
Ape” + Bie ™, x>0.

e Aus U(x) =0 fiir alle z > 0 folgt A, = B, =0.

e Stetigkeit an z = 0:
U0+)=U0-)=0=A_+B_ =0=A_=-B_=A.
Damit gilt

Ae¥ — Ae™® 1 <0, , 24e* +24Ae7%" 1 <0,
= U (z)=
0, x>0, 0, x> 0.

e Sprung in der 1. Ableitung:
1
U'(O—i—)—U’(O—):1:0—414:1:14:—1

Insgesamt lautet die Fundamentallosung,




(2 Punkte) Berechnen Sie eine Partikuldrlésung von
Lu(z) =" (z) — 4u (z) = f(x) = sinh (x)

aus einem Ansatz der Form u(x) := asinh (z) + bcosh (x), a,b € R, und werten Sie die Losung an
der Stelle x = 0 aus.

Es ist klar, dass die Faltungsformel zur Berechnung von w(z) nicht geeignet ist. Wenden Sie die
Faltungsformel

uw) = [ T U - ) f(e)de

o

trotzdem an und identifizieren Sie die unbeschrankten Terme.

Hinwezis: .
/ e*sinh (z) dr = — 1 e (asinh (x) — cosh (x))
a2 —

lim sinh (z) — oo, lim cosh (z) — oo.
T—r00 Tr—00

Mit dem Ansatz
u(z) := asinh () + bcosh (x)

ergibt sich
u"(z) — 4u(x) := (—3a) sinh (x) + (—3b) cosh (z) = sinh (),

woraus a = —3. b =0 und u(z) := —3 sinh (z) folgt.

Wendet man die Faltungsformel an, so ergibt sich fiir

Uz —¢€) = {;i (€278 — 72079 z i 2
u(z) = (U xsinh) () = / U(x — &)sinh (§) d¢ = /—i (62(””_5) - 6_2(3[:_5)) sinh (&) d¢
_ (16_25 (—2sinh (§) — cosh (f))) + - (1625 (2sinh (£) — cosh (f))) N
4 \3 4 \3 N

Der erste Ausdruck verschwindet fiir £ = co. Der zweite Ausdruck ist fiir £ = oo
unbeschrankt. Wertet man an x aus, so ergibt sich (die richtige Losung),

—% (2sinh (x) + cosh (x) + 2sinh (z) — cosh (z)) = —% sinh ().

Schlieflich gilt u (0) = 0.




e Aufgabe 3. Gegeben sei die Funktion
[ R=>R z— f(x),

definiert durch . { A A } [ |
_ Jmin —zr+4,zr+4y, xe |77
I () { 0, sonst
a) (1 Punkt) Machen Sie eine Skizze und zeigen Sie, dass
iz +4, xr e [-7,0],
f(:[‘): _%$+47 xe[()??]?
0, sonst,

gilt.

Da fiir negative x-Werte die Funktion 2z 4 4 den kleineren Wert annimmt, und umgekehrt

fiir positive x-Werte, schaut die Funktion folgendermafien aus.

b) (1 Punkt) Uberpriifen Sie durch explizite Rechnung, dass die Fouriertransformierte der oben definier-

ten Funktion existiert.

Die Fouriertransformierte existiert, wenn [~ | f ()| dz < oo gilt. Wir setzen ein und

%S) 0 T 7 T
/ \f(:c)dx—él/ <7+1) dx+4/ (—7+1) do
. L \7 o U7
14428 — 144 28 = 28,

erhalten




¢) (4 Punkte) Berechnen Sie die Fouriertransformierte f(k) von f(x) in zwei Schritten und geben Sie
den Wert f(m/14) an.

e Leciten Sie die Form

A~

f(k) = 8/07 (1 - ;) cos(kz) dx

her indem Sie das Integral von dem Intervall [—7,0] auf das Intervall [0, 7] transformieren.
e Berechnen Sie daraus f(k) und f(r/14).

Es gilt
%$+4a S [_770]7
fz) =< -2z +4, z € 0,7],
0, sonst.

Daraus folgt
f(k) = /OO f(z)e ™ dg
:4/(; (F+1)e dx+4/7 (~z+1) e do
_ 0
subst. 4/70_ (1 B %) ¢ dy +4/07 (1 B %) e~k qo
Y= 4/07 (1 — %) (eik‘” + e_ikx) dr = 8/07 (1 — %) cos(kx) dx

Jetzt integrieren wir partiell,

A 8 8 8 [T
fkg—sink‘x 7——xsink‘x T+ — sin(kx) dx
k 0 O Tk
0

Tk
8
= W (1 — COS (7/{?)> .
SchliefSlich,
. 224
Fn/14) = 22

T2




