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ANALYSIS II FUR TPH, (103.091)
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— Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Taschenrechner ist erlaubt. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1 Vorname 1 Studium / Matr.Nr.

1. 2. 3. gesamt

Punkte maximal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre persénlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschliefllich die auf den abgegebenen Blidttern einge-
tragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Lésungweges ein! °




e Aufgabe 1.

Untersuchen Sie die durch die Gleichung f (z,y, z) = 0 implizit definierte Fliche z (x,y) mit

f(w,y,z):1n<\/a:2+y2+22> —exp(z-y-2z)+1.

a) (1,5 Punkte) Zeigen Sie, dass die Gleichung f (z,y, z) = 0 lokal um den Punkt (zo, yo, z0) = (

1 g L
1.0, %)
z (z,y) aufgelost werden kann.

nach

Es gilt:

(i) Die Gleichung f (x,y, z) = 0 ist an (xo, yo, 20) erfillt.

(fgnd)

(ii) Alle partiellen Ableitungen sind um (z, yo, 20) und insbesondere fiir (z,y, z) # (0,0, 0) stetig.

f or : z - exp (xyz)
= —— . X
T 0 w24y 4 22 Y PATY

f :87f:7y —xz - exp (zyz)

Yooy a4y 422
af z

fz= 9% = m—wy-exp(:ﬁyz)

(iii) % ist am Punkt (zo, yo, 20) ungleich 0, daher ist die partielle Jacobimatrix % (o, Yo, 20)
invertierbar.

o (v 75) = s




b) (4,5 Punkte) Finden Sie fiir z (x,y) unter Benutzung der Gleichung f (x,y, z (z,y)) = 0 das Taylorpolynom

1. Grades um die Stelle (xo, yo, 20) = (%,0, %)

Die benoétigten partiellen Ableitungen sind
f A R z - exp (xyz)
T 0xr a4 y? 422 4 PiTY
f N S —xz - exp (zyz)
Vo oy a2y
f *8—]0*#—30 - exp (zyz)
0z a4yl 422 y-expiry
und fiir die Stelle (z9, yo, z0) gilt
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Durch implizites Differenzieren erhélt man
d Ja
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und fiir das Taylorpolynom 1. Grades T (z,y) um die Stelle (zg, yo) ergibt sich
Ti (z,y) = z (z0,y0) + Vz (x0,90) ( T > 1 <x—1> + L
) ) ) Y — 1o \/§ \/i \/5




e Aufgabe 2.

Gegeben sei eine Funktion f (z,y): R x R — R,

f(x,y):3y3—y2+2x2+1.

a) (2 Punkte) Berechnen Sie den Gradienten V f (z,y) sowie die Hessematrix H (z,y) von f (x,y).

et ()< ()
LY =\ ofa, - 9
e 9 — 2y

02{”(9;1/) 02@)”(56731) 4 0
H(x7y) = o v - ( )

P flzy)  9*f(zy) _
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b) (2 Punkte) Verwenden Sie das Newtonverfahren, um die Losung der Gleichung Vf = (0,0)” anzunihern.
Benutzen Sie hierfiir den Startwert (20, 40)” = (1,1)” und berechnen Sie die Approximation der Losung nach

dem ersten Iterationsschritt.

A .
H (0, %0) - (Ai) = =V (w0, y0)

o) ()= G- (2)- G- ()
() ()

¢) (2 Punkte) Losen Sie die Gleichung V f (o, y0) = (0,0)”. Um welche Arten von Punkten handelt es sich bei

den Losungen? Begiinden Sie Ihre Antwort mithilfe des Gradienten und der Hessematrix.

Das Nullsetzen der Komponenten des Gradienten liefert

. (e N (0N L, (0) 20
[ (z0,90) = 997 — 240 1o =P = o) 29,

Bestimmung der Art der Extrema durch Berechnung der jeweiligen Hessematrix

4 0

> = indefinit = Sattelpunkt

4 0 4 0
H(P) = ( ) = ( ) = positiv definit = lokales Minimum
0 2




e Aufgabe 3.

Gegeben sei die Funktion f: R? — R,
f(x,y) = x-cos? (y) —y -sin® (z) —

und die Nebenbedingung
gx,y)=x+y—2r=0.

a) (1 Punkt) Berechnen Sie VF (x,y, \) mit

Hinweis: Es gilt sin(2z) = 2sin(z) cos(x).

Wir stellen die Lagrange Funktion auf,
F(z,y,\) = f(z,9) + A g(2,y) = x-cos’ (y) —y-sin® () —z + X (x +y —27) ,

und differenzieren diese nach z, y und A. Es folgt
cos? (y) —y -sin (22) — 1+ A

cos? (y) — 2y - sin (x) cos (z) — 1+ A
—2x - sin (y) cos (y) — sin? (z) + A

VF (z,y,\) =

x+y—2m

—z -sin (2y) —sin? (z) + A |,
T +y—2m

wobei wir die trigonometrische Identitét 2sin (x) cos (z) = sin (2z) verwendet haben.

b) (1,5 Punkte) Aus dem Gleichungssystem
VF (z,y,\) =

ergeben sich folgende Gleichungen fiir  und y:

sin(2x) =0, y=2r—=x.

Berechnen Sie daraus die Lage der moglichen Extremalstellen von f unter der Nebenbedingung g, wobei

x € [0,27] und y > 0 gelten soll.

Die Gleichung sin (2z) = 0 hat folgende Losungen

T
20 =m-n = x:§-n, ne.

3T und 27 annehmen. Mit der Gleichung

s —_—

In den gegebenen Grenzen kann z also die Werte 0, 5, 7, 5
y = 21 — x kénnen wir die dazugehorigen y-Werte finden, und erhalten die 5 moglichen

) 5= (3)

™

Extremstellen,

e

27
0

3

0 z T S
) 2=(2) 2=(7) == (;




¢) (1,5 Punkte) Entscheiden Sie welche der unter b) gefundenen Extremalstellen Minima bzw. Maxima sind.
Dazu stellen Sie die Funktion f (x,27 — x) auf und berechnen Sie ihre 2. Ableitung.

Hinweis: Es gilt cos (2m — a) = cos («).

Wir verwenden die Nebenbedingung, um y durch z auszudriicken als y = 27 — x. Die Funktion, in
der Form, die wir in a) gefunden haben, wird dadurch zu

fz,2r —2)=x-cos® (2 —x) — (2m — ) -sin® (z) — x = —27 - sin® (z) .

Wir kénnen nun zwei Mal nach x ableiten,

dﬁ;x) = —47 - sin (z) cos () = —2m - sin (2x)
dzfxgx) = —4r - cos (2x) ,

wobei wir die trigonometrische Identitét sin (22) = 2sin (x) cos () verwendet haben. Durch
Einsetzen der z-Werte aus (b) erkennt man, dass Eq, E3 und E5 Maxima sind (negative
Kriimmung), und Es und E; Minima (positive Kriimmung).

d) (2 Punkte) Beweisen Sie die Aussage, die unter b) formuliert ist.

Hinweis: Es gilt sin (47 — a) = —sin ().

Es gilt
f(z,y) =z cos’ (y) —y-sin’ (z) —z .

Daraus folgt
cos? (y) —y -sin (2x) — 1+ A =0,
VFE (z,y,\) ={ —x-sin(2y) —sin? (z) + X =0,
z+y—2m=0.

Wir bilden die Differenz der ersten beiden Zeilen und erhalten
cos? (y) — y - sin (2z) — 1 + 2 - sin (2y) + sin? (x) = 0.
Nun setzten wir die dritte Gleichung, y = 27 — z, ein

cos® (21 — ) — (27 — ) - sin (2z) — 1 + @ - sin (47 — 2x) + sin® (z) = 0
= cos? (z) — 2m - sin (2z) + x - sin (22) — 1 — - sin (2x) 4 sin” (z) =0 .

Mit cos? () + sin? (z) = 1 kiirzen sich einige Terme weg, und wir erhalten
—2m-sin(2z) =0 < sin(2z)=0.

Das heifit,
sin(2x) =0, y=2r—2z. O




