Institut fiir Analysis und Scientific Computing TU Wien
Dr. E. Weinmiiller SS 2024

ANALYSIS II FUR TPH, (103.091)
Test 2 Gruppe A (Fr, 21.06.2024) (mit Lisung)

— Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Taschenrechner ist erlaubt. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1 Vorname 1 Studium / Matr.Nr.

1. 2. 3. gesamt

Punkte maximal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre persénlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschliefllich die auf den abgegebenen Blidttern einge-
tragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Lésungweges ein! °




e Aufgabe 1.

a) (3,5 Punkte) Entwickeln Sie die periodische Fortsetzung der Funktion

2P+ mx, xe[-m0)
fa) = {—x2 + 7z, x €0,

in eine trigonometrische Fourierreihe.

Hinweis: Verwenden Sie die Symmetrieeigenschaften der Integranden, um die auftretenden Integrale moglichst
einfach zu halten.

Abbildung 1: f(z)

Da f ungerade ist, fallen die Koeffizienten a = 0 (k € N) sowie ag weg. Es bleibt die Berechnung
der Koeflizienten by:

™ 2 ™
b = — f(z)sin(kz) dx = / (—2% + mz) sin(kz) dz
—r T Jo

Doppelte partielle Integration liefert:

2 kx)|" T k
by = — [—(—xQ + ) cos(k) +/ (—2z + ) cos(k) dac]
s k 0 0 k
2 sin(kx)|" ™ _sin(kx)
7T[OJF( x4 7) 12 0+/0 12 dx

sin(kr) =0 2 cos(kx)

s

Tl_4f1 cos(km)] _ 4 i_i( 1)k

ol LK k3 o k3 K3

Die Koeffizienten by verschwinden nur fiir ungerade k nicht, weshalb sich folgende Vereinfachung
ergibt:

= bog—1 =

o p = %, k ungerade E—s 2k—1 _ 8 i
0, k gerade m(2k — 1)

Somit lautet die trigonometrische Fourierreihe:

fFourier Z by, Sln 2k7 - 1 Z 7r 2]{7 — 1 sm((2k — 1)%’)
k=1




b) (1,5 Punkte) Untersuchen sie diese Fourierreihe auf (i) Konvergenz beziiglich der L2-Norm, (ii) gleichmiilige
Konvergenz und (iii) punktweise Konvergenz.

(i) Konvergenz beziiglich der L2-Norm: Aus f € L?(—,7) folgt die Konvergenz der Fourierreihe
im Quadratmittel.

(ii) GleichméBige Konvergenz: Da f stetig, 2m-periodisch und stetig differenzierbar
Va\ {0, nw}, n € Z ist, konvergiert die Fourierreihe gleichméBig gegen f.

(iii) Punktweise Konvergenz: Folgt aus gleichméfiiger Konvergenz.

¢) (1 Punkt) Nach a) ergibt sich die trigonometrische Fourierreihe der Funktion f(z) zu:

fFourier(x) = Z

k=1

7T(2]f_1)3 sin((2k — 1)z)

Nutzen Sie dieses Ergebnis, um die Fourierreihe der Funktion g € L?(—x,7), g(x) = © — 2 || zu berechnen.

Da die Funktion g(z) die Ableitung von f(z) ist, kann die Fourierreihe gpourier() aufgrund der
punktweisen Konvergenz von frourier() iiber gliedweise Differentiation bestimmt werden:

Gronsee() = Thourir(2) = (Z 5y 2k 1>x>>

k=1

3 7T(2k8—1)2 cos((2k — 1)z)

k=1

Die Reihe grourier () konvergiert gleichméfig gegen g(x).




o Aufgabe 2
Gegeben sei die komplexwertige Funktion f: C — C,
f(z) = ze?
wobei z = x + 1y.

a) (1 Punkt) Berechnen Sie den Real- sowie Imaginérteil dieser Funktion.

f(z) = (& +iy)e™ ™™
= (z + iy)e®e”
= (x4 iy)e”(cosy + isiny)
=e” (xcosy —ysiny) +ie” (ycosy + zsiny)

b) (2 Punkte) Uberpriifen Sie mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen die Funktion auf
Differenzierbarkeit im gesamten Definitionsbereich.

Aufgrund der offensichtlichen stetigen Differenzierbarkeit des Real- und Imaginérteils im gesamten
Definitionsbereich soll lediglich

Oz Re f=0,Im f
OyRef=—-0,Imf

gezeigt werden. Es gilt somit

OrRe f=e"(xcosy — ysiny) + e* cosy

(
OyIm f = e* (xcosy — ysiny + cosy)
OyRe f =e” (—xsiny —ycosy — siny)
Oy Im f =e€* (ycosy + xsiny) + e siny

Der Vergleich der Gleichungen liefert das Ergebnis.

¢) (3 Punkte) Berechnen Sie das Integral
T
= / ze*dz
0

z(t) =it, te]0,m].

als Kurvenintegral entlang der Kurve

Zeigen Sie zudem, dass das Ergebnis mit der Berechnung iiber die Stammfunktion iibereinstimmt.

Hinweis:
/tsintdt = —tcost+sint + C

/tcostdt =tsint + cost + C



Es gilt

sowie
dz = zdt = idt
Dadurch erhalten wir

™
I:/ (—tsint + it cost)idt
0

v vy
:—/ tcostdt—i/ tsin tdt
0 0

/tsintdt = —tcost+sint +C

Mit den Stammfunktionen

/tcostdt =tsint + cost + C
ergibt die Rechnung schliefllich
I =2—ar
Der direkte Weg iiber die Stammfunktion lautet
/zezdz =ef(z—1)+C
und durch Einsetzen der Grenzen 0 und im ergibt sich

I=e"(im—1)—e(—1)

=2 —am




e Aufgabe 3.

Sei M ein Unterraum des Hilbertraums L?([—7,7]) der quadratisch integrierbaren Funktionen, aufgespannt
durch die zwei Funktionen uy, us:

3 1
up =1, wug=—=cos(2z) + —= sin(4z).

V2 V2

Hinweis: Verwenden Sie fiir die folgenden Rechnungen die Formeln fiir die Integrale

/ " sin(ka) cos(lz) du, / " sin(ka) sin(lz) dz, / " cos(ka) cos(i) da

—T —Tr —T

aus dem Skriptum.

a) (3,5 Punkte) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis fiir M.

uyp = 1
Berechne die Norm [ju1 ||,
™
utlly =/ (ur, ur)2 =y // lde =27
—T
Nun kénnen wir ¢ angeben:
(5] o 1

o1 = = .
[ully  V2r

Berechne (52 mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens:

- . 1
o = ug — (ug, d1)od1 = 7 <3 cos(2x) + sm(4:1:)> - E v <3 cos(2x) + sm(4x)> de

_ ¢1§ <3 cos(2z) + Sin(4$)> - 27r1\/§ [3“2(2”3 cos(4 ] (3 cos(2z) + Sln(4x)>

Berechne die Norm um anschlieSend normieren zu konnen:

H(Z§2H2 —\//: % (3 cos(2x) + sin(4a:)> 2da: = \/; /7; (9 cos(2z)? 4 6 cos(2x) sin(4zx) + sin(4:c)2> dz

- ﬁ < /_7; 9 cos(2z)2dx + /_7; 6 cos(xz) sin(4z)dz + /_7; sin(4x)2dx> = ;<97r + 7r> = Vb

Nun kénnen wir ¢o angeben:

b2 _ 3cos(2w) + sin(4x)
o 107
%],

P2 =




b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Funktion f € M, die die Funktion y(x) = 4sin(z) + 1 im Sinne der ||.||,-Norm
am besten approximiert.

Die Projektion von der Funtion y(z) = 4sin(z) + 1 auf M lautet.

f(z) = (4sin(z) + 1, ¢1)2¢1 + (4sin(z) + 1, ¢2)2¢2.

(dsin(z) + 1,¢1)9 = /_7; \/12? <4 sin(z) + 1) dz = \/12? [—4cos(z) + x] :r = V2r.

(Asin(z) + 1, ¢o)s = — /_ ’ (45111(:1:) +1> <3cos(2x) +sin(4x)>dx
(

12sin(z) cos(2z) + 4 sin(z) sin(4x) + 3 cos(2z) + sin(4x)> dz =0.

f(:L‘) = <4sin(x) + 1, ¢1>2¢)1 =1




¢) (0,5 Punkt) Berechnen Sie die Norm des Fehlers der Bestapproximation f zum Original y.

Der Fehler ist gegeben durch:

ly— £ll» = \/ / <4Sm<x>)zdx _ J/T67 = 4V,




Institut fiir Analysis und Scientific Computing TU Wien
Dr. E. Weinmiiller SS 2024

ANALYSIS II FUR TPH, (103.091)
Test 2 Gruppe B (Fr, 21.06.2024) (mit Lisung)

— Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Taschenrechner ist erlaubt. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1 Vorname 1 Studium / Matr.Nr.

1. 2. 3. gesamt

Punkte maximal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre persénlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschliefllich die auf den abgegebenen Blidttern einge-
tragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Lésungweges ein! O




e Aufgabe 1.

a) (3,5 Punkte) Entwickeln Sie die periodische Fortsetzung der Funktion

f) = 22 —mx, z€[0,7]

{—xz — 7z, x€|[-m0)

in eine trigonometrische Fourierreihe.

Hinweis: Verwenden Sie die Symmetrieeigenschaften der Integranden, um die auftretenden Integrale moglichst
einfach zu halten.

Abbildung 2: f(z)

Da f ungerade ist, fallen die Koeffizienten a = 0 (k € N) sowie ag weg. Es bleibt die Berechnung
der Koeflizienten by:

b, = — 3 f(x)sin(kx) dx = /0 (2% — 7z) sin(kz) dz

by — 2 [—($2 ) cos / cos k’x) dx}
T
—2[0—1—(295 ) sm ka: / sin(k }
T

sin(kr) =0 2 cos(kx)

s

Tl _4fcostkm) 1] _ 4 i(_l)k_i

ol T k3 k3| 7w |Kk3 k3

Die Koeffizienten by verschwinden nur fiir ungerade k nicht, weshalb sich folgende Vereinfachung
ergibt:

= bog—1 =

o =%,k ungerade k— 2k—1 _ _783
0, k gerade m(2k = 1)

Somit lautet die trigonometrische Fourierreihe:

fFourier Z by, Sln 2k7 - 1 Z 7r 2]{7 — 1 sm((2k — 1)%’)
k=1




b) (1,5 Punkte) Untersuchen sie diese Fourierreihe auf (i) Konvergenz beziiglich der L2-Norm, (ii) gleichmiilige
Konvergenz und (iii) punktweise Konvergenz.

(i) Konvergenz beziiglich der L2-Norm: Aus f € L?(—,7) folgt die Konvergenz der Fourierreihe
im Quadratmittel.

(ii) GleichméBige Konvergenz: Da f stetig, 2m-periodisch und stetig differenzierbar
Va\ {0, nw}, n € Z ist, konvergiert die Fourierreihe gleichméBig gegen f.

(iii) Punktweise Konvergenz: Folgt aus gleichméfiiger Konvergenz.

¢) (1 Punkt) Nach a) ergibt sich die trigonometrische Fourierreihe der Funktion f(z) zu:

fFourier ; 7T 2k — 1 sm((2k — 1)$)

Nutzen Sie dieses Ergebnis, um die Fourierreihe der Funktion g € L?(—n,7), g(x) = 2 |z| — 7 zu berechnen.

Da die Funktion g(x) die Ableitung von f(x) ist, kann die Fourierreihe gpoyrier(x) aufgrund der
punktweisen Konvergenz von frourier() iiber gliedweise Differentiation bestimmt werden:

ouin () = Srouree(®) = - (Z gy sk = D ) > e sl - )
=1

k=1

Die Reihe grourier() konvergiert gleichméBig gegen g(z).




o Aufgabe 2.
Gegeben sei die komplexwertige Funktion f: C — C,
f(z)=ze®
wobei z = x + 1y.

a) (1 Punkt) Berechnen Sie den Real- sowie Imaginérteil dieser Funktion.

f(2) = (z +iy)e T+
= (z +iy)e @e¥
= (v +iy)e’(cosz —isinx)

= e’ (zcosx + ysinz) + ie? (ycosx — xsinx)

b) (2 Punkte) Uberpriifen Sie mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen die Funktion auf
Differenzierbarkeit im gesamten Definitionsbereich.

Aufgrund der offensichtlichen stetigen Differenzierbarkeit des Real- und Imaginérteils im gesamten
Definitionsbereich soll lediglich

Oz Re f=0,Im f
OyRef=—-0,Imf

gezeigt werden. Es gilt somit

Oz Re f =eY(cosx — xsinz + ycosx)

OyIm f = e (ycosx — xsinx) + e’ cosz
(
(

OyRe f=¢"

Oy Im f = €Y (—ysinz —sinz — x cosx)

xcosx +ysinx) + e’ sinx

Der Vergleich der Gleichungen liefert das Ergebnis.

¢) (3 Punkte) Berechnen Sie das Integral
I= / ze Pdz
0

z(t)=t, tel0,n].

als Kurvenintegral entlang der Kurve

Zeigen Sie zudem, dass das Ergebnis mit der Berechnung iiber die Stammfunktion iibereinstimmt.

Hinweis:
/tsintdt = —tcost +sint +C

/tcostdt =t¢sint +cost + C



Es gilt

sowie
dz = zdt = dt

Dadurch erhalten wir

s
I / (tcost —itsint)dt
0

™ i
:/ t costdt — z/ t sin tdt
0 0

/tsintdt = —tcost+sint +C

Mit den Stammfunktionen

/tcostdt =tsint + cost + C
ergibt die Rechnung schliefilich
I =-2—im
Der direkte Weg iiber die Stammfunktion lautet
/ze_izdz =e F(iz+1)+C
und durch Einsetzen der Grenzen 0 und im ergibt sich

I=e"(im4+1) -

=—-2—im




e Aufgabe 3.

Sei M ein Unterraum des Hilbertraums L?([—7,7]) der quadratisch integrierbaren Funktionen, aufgespannt
durch die zwei Funktionen uy, us:

1
up =1, wug=—=cos(x)+ —=sin(2z).

V2 V2

Hinweis: Verwenden Sie fiir die folgenden Rechnungen die Formeln fiir die Integrale

| sintia)costia)da, [ sin(ha)sin(ia) da, [ cos(ha) cos(la) da

aus dem Skriptum.

a) (3,5 Punkte) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis fiir M.

u =1
Berechne die Norm ||u1 |,
™
lurlly =/Tar, wrls =4 // Lde = \/2r
—T
Nun kénnen wir ¢ angeben:
(75} 1

$1

lally  ver

Berechne gzgg mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens:

b2 = ug — (ug, P1)2d1 = L (2 cos(x) + sin(2x)> - \/12? _W \2 <2 cos(z) + sin(2x)> \/127de

\/5
- \}i (2 cos(x) + sin(2$)> = 27:\6 [2 sin(z) — COS;%)]: - \2 (2 cos(x) + sin(2x)>.

Berechne die Norm um anschliefend normieren zu kénnen:
; T . 2 1 [ . .
Hgbg H2 = B 2cos(x) +sin(2z) | dz = 3 4 cos(x)? + 4 cos(z) sin(2z) + sin(2x)? |dx
1 T T . T 1 o
=1\/3 4 cos(x)?dx + 4 cos(z) sin(2z)dx + sin(2z)%dz | = 5 dr+7 | = >

Nun kénnen wir ¢ angeben:

b2 _ 2cos(x) + sin(2x)

"lel,” v




b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Funktion f € M, die die Funktion y(z) = 2sin(z) + 1 im Sinne der ||.||,-Norm
am besten approximiert.

Die Projektion von der Funtion y(z) = 2sin(z) + 1 auf M lautet.

f(z) = (2sin(z) + 1, ¢1)2¢1 + (2sin(z) + 1, ¢2)2¢2.

™

(2sin(z) + 1, 61)a = /_ J%(Qsin(x)+1)dx

(2in(z) + 1, do)a = \/g /_ 7; <2 sin(z) + 1) (2 cos(z) + sin(2:n)> dz

_ \/5T7T /_ 7; (4 sin(z) cos(x) + 2 sin(x) sin(2z) + 2 cos(x) + sin(2x)>dx _o.

_ \/12? {_2@05(1«) + az} :r — Vo

f(@) = (2sin(z) + 1, ¢1)201 = 1.




¢) (0,5 Punkt) Berechnen Sie die Norm des Fehlers der Bestapproximation f zum Original y.

Der Fehler ist gegeben durch:

ly— flls = \/ | (2 sin(:c))de VY




