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1. Gegeben sei ein Vektorraum V mit Skalarprodukt 〈 · , · 〉 und dadurch induzierter Norm ‖ · ‖,
sowie ein System von paarweise orthonormalen Elementen ϕ1, . . . , ϕm.

Zeigen Sie, dass für m ∈ N, d1, . . . , dm ∈ R und f ∈ V stets

‖f − (c1ϕ1 + · · ·+ cmϕm)‖ ≤ ‖f − (d1ϕ1 + · · ·+ dmϕm)‖,

wenn
ck = 〈f, ϕk〉, k = 1, . . . ,m.

2. (a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Randwertproblems

y′′ + ω2 y = 0, y′(0) = y′(π) = 0.

Hinweis: Es ist ω2 ≥ 0.

(b) Entwickeln Sie die auf [0, π] definierte Funktion

f(x) =

{
1 für 0 ≤ x ≤ π

2
0 für π

2 < x ≤ π

in eine Fourierreihe bezüglich der Eigenfunktionen des Randwertproblems aus (a).

Gegen welchen Wert konvergiert die Fourierreihe von f an x = π
2 ?

3. Gegeben sei das auf R3\{o} definierte Vektorfeld

Vα(x, y, z) =
1

(xα + yα + zα)
3
2

 x
y
z

 ,

wobei α ∈ R ein Parameter ist.

(a) Bestimmen Sie jene Werte von α für die divVα = 0 ist.

(b) Bestimmen Sie jene Werte von α für die rotVα = o ist.

(c) Es sei α = 0 und S die Oberfläche der Kugel mit Radius 1 und Mittelpunkt (0, 0, 0).
Verwenden Sie einen geeigneten Integralsatz zur Bestimmung des Oberflächenintegrals∫∫

S
V0 dO.

4. Für 0 ≤ x ≤ 2, t ≥ 0 seien u1(x, t) und u2(x, t) Lösungen des Rand-Anfangswertproblems

utt = uxx, u(0, t) = u(2, t) = 0, u(x, 0) = x17, ut(x, 0) = x42. (1)

Zeigen Sie, dass dann u1 = u2 gelten muss, also die Lösung von (1) eindeutig ist.

Hinweis: Es gibt KEINE PUNKTE, wenn Sie mit Hilfe des Separationsansatzes oder der
Lösungsformel von d’Alembert eine Lösung von (1) bestimmen.


