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Bitte bearbeiten Sie, die Ihnen zugeteilte Aufgabe, geben Sie eine schriftliche Ausarbeitung von etwa zwei Seiten in
den Ubungsstunden ab und bereiten Sie sich auf eine kurze Prisentation von etwa fiinf Minuten vor. Die schriftliche
Ausarbeitung soll den fachlichen Hintergrund der Aufgaben in einem geeignetem Ausmafl beleuchen. Die Beispie-
le sind unterschiedlich im Schwierigkeitsgrad und im Aufwand. Das wird natiirlich einerseits bei der Beurteilung
berticksichtigt, andererseits sollten sich diese Unterschiede aber herausmitteln, da Sie ja mehrere Beispiele ausarbeiten
werden. In den Ubungsstunden besteht Anwesenheitspflicht.

Wenden Sie sich bei Unklarheiten oder Fragen an G. Schranz-Kirlinger oder M. Noya.

Kapitel 1: Fehlerbetrachtungen

1. Berechnen Sie

1
/ sinx dx
0

mit Hilfe der Trapezregel fiir verschiedene Schrittweiten h, vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis und veri-
fizieren Sie experimentell die Ordnung des entsprechenden Verfahrensfehler.

1
/ cosx dx
0

mit Hilfe der Trapezregel fiir verschiedene Schrittweiten h, vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis und veri-
fizieren Sie experimentell die Ordnung des entsprechenden Verfahrensfehler.

2. Berechnen Sie

3. Betrachten Sie die Konstruktion eines Verfahren (zur numerischen Differentiation) der Ordnung 4 aus der so-
genannten asymptotischen Entwicklung des zentralen Differenzenquotienten. Sei also f(z) = e¢* und z = 1.

Berechnen Sie
f(L+h)—f(1—h)
2h

D(h) =

und betrachten Sie weiters
2

D(h) — f'(1) =D(h) —e' = %f”/(l) +O(h'), siehe Skriptum

D <;) ) =D <Z> el <Z>2 %f”’(l) + O = ;sz"'a) +OmY).

é <D(h) -D (;‘)) = g—if”’(l) +0O(h*) = (D (;) f’(l)) +O(h).

Der linke Ausdruck ist also eine Schiitzung des Verfahrensfehlers (D (2) — f/(1)) auf O(h*) Niveau. Aus dieser
Abschéitzung folgt direkt

Daraus folgt

4 h 1
")+ 0 == — | —=D(h
r+ ot =30 (5 ) - o)
also eine Approximation der Ordnung 4 fiir f/(z).
Erstellen Sie eine Tabelle der Form
h? DMh)—D%) [ 4_(n\ 1
D(h) | D(h) —e' | — €' M -D(=)—=D(h)—¢!
6 3 3 2 3
.. 111 —4 —4 —8 _8 _9 . . . . .
fir h = TR 2-107%,1-107%,2-107°,1-107°,1- 10" ° und interpretieren Sie die Ergebnisse.
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. Auswirkungen von Rechenfehlereffekten. Berechnen Sie den Wert von In(1+ ) fiir x = 0, 1234567800-10~7 in 10-

stelliger Taschenrechnerarithmetik, dh. das Ergebnis jeder einzelnen Rechenoperation ist auf 10 Dezimalstellen
genau, ebenso die Auswertung des natiirlichen Logarithmus. Versuchen Sie das Resultat zu verstehen und ana-
lysieren Sie die Auswertung ganz allgemein mit der Maschinengenauigkeit e. Verwenden Sie dabei, In(1 + ¢) =~ ¢
fiir |¢| < 1.

. Rundungsfehleranalyse. Geben Sie eine detaillierte Rundungsfehleranalyse von

1—cosx
yzi
72

. . 2
fiir || < 1 an, verwenden Sie dabei unter anderem 1 — cosz =~ % oder y =~ %

Berechnen Sie numerisch mit Hilfe des Differenzenquotienten und des zentralen Differenzenquotienten die Ab-
leitung der Funktion
f(z) =sinz

jus

an der Stelle x = 7 fiir verschiedene Werte von h, vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis und verifizieren Sie
experimentell die Ordnung des entsprechenden Verfahrensfehler.

Berechnen Sie numerisch mit Hilfe des Differenzenquotienten und des zentralen Differenzenquotienten die Ab-
leitung der Funktion
f(z) =coszx

us

an der Stelle x = 7 fiir verschiedene Werte von h, vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis und verifizieren Sie
experimentell die Ordnung des entsprechenden Verfahrensfehler.

Bearbeiten Sie das Thema Gleitkommazahlen; normalisierte Gleitkommadarstellung, subnormale Zahlen, etc...
Schreiben Sie eine mehrseitige Zusammenfassung und gestalten Sie eine kurze Prisentation von maximal fiinf
Minuten.

Ausloschung: Werten Sie die beiden identen Algorithmen

1
Vr+1+z

fiir verschieden Werte von z (z < 1, z > 1, ...) und mit verschiedenen Genauigkeiten aus.

Ve+1—+x und

Bestimmen Sie die Losung des linearen Gleichungssystems

10 7.1\ (z\ _ (10
2 Vv2/\y)  \ 4
und unter suchen Sie die Abhéingigkeit der Losung von der Genauigkeit bzw. Zahl der Dezimalstellen zur Dar-

stellung der reellen Zahl /2.

Untersuchen Sie die Eigenschaften der dquivalenten Formeln (Satz von Vieta)

r=b— Vb —c<=z=

¢
b+Vb? —c

zur Losung der quadratischen Gleichung 22 — 2bxz + ¢ = 0, b,c € R fiir die Fille b > ¢ und b ~ ¢ durch
Finsetzen von konkreten Werten fiir b und c.

Schéitzen Sie den relativen Rundungsfehler bei der Berechnung von

1
2 +1+x

durch die Analyse der Fehlerfortpflanzung ab und vergleichen Sie mit dem mathematisch dquivalenten Ausdruck
2z =+vx? + 1 — z. Betrachten Sie verschiedene Werte von z, also etwa x = 0, = sehr gro8....

Untersuchen Sie, welche der schrittweisen Mo6glichkeiten
(Vz)® oder Va3

zur Berechnung von z? einen geringeren Rundungsfehler ergibt.
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Verwenden Sie die beiden Differenzenquotienten
flx+h)— flz—h)

lim fleth) - fz) = f'(x) lim = f'(x)

h—0 h h—0 2h

und deren Eigenschaften um die Ableitung f’(4533414141/111231321) fiir die Funktion f(x) = x sin 2 mdglichst
genau zu approximieren. Untersuchen Sie die dabei auftretenden Effekte und vergleichen Sie das Ergebnis mit
dem Resultat, das Sie mit Hilfe der Ableitungsfunktion erhalten. (Berechnen Sie die Differenzenquotienten fiir
geeignete h > 0.)

Die Losungen einer quadratischen Gleichung axz? + bz + ¢ = 0, a # 0 sind bekannterweise

—b+ Vb% —4dac

T1,2 = %

Bestimmen Sie die Kondition des Problems abhéngig von den Parametern a, b, c. Wo ist die Kondition schlecht,
wo ist sie gut?

Fiir die beiden Maschinenzahlen r = % und s = % soll die Summe 7 + s mit 3-stelliger Mantisse und in
Bindrarithmetik berechnet werden. Geben Sie auch den absoluten und den relativen Fehler und die Maschinen-

genauigkeit € an.

Berechnen Sie die Summe y = a + b 4 ¢ dreier Maschinenzahlen a, b und c. Zerlegen Sie die Gesamtrechnung in
zwei Teilschritte und zwar a + b und dann (a + b) + ¢ und analysieren Sie den Vorgang mit Hilfe der Rundungs-
fehleranalyse. Geben Sie den relativen Fehler an und schétzen Sie diesen geeignet ab. Berechnen Sie weiters die
Summe y = a + b+ ¢ auf folgende Art, zunéichst b 4+ ¢ und dann a + (b + ¢). Vergleichen Sie auch die beiden
relativen Fehler. Fiihren Sie die beiden Rechnungen mit @ = 1.11-27! | b= —1.10-27 und ¢ = 1.10- 273 (jeweils
in Bindrarithmetik mit dreistelliger Mantisse) aus und vergleichen Sie die Ergebnisse miteinander und mit den
relativen Fehlerabschétzungen.

Ermitteln Sie die Summe y = a 4+ b + ¢ dreier Zahlen a, b und ¢, die mit den Rundungsgfehlern ¢,, €, und
€. behaftet sind, indem Sie zuniichst a + b und dann (a + b) + ¢ berechnen. Geben Sie den relativen Fehler
an und teilen Sie diesen in einen Teil, der die Verstarkung der Eingabefehler beschreibt und einen Teil der die
Verstiarkung der Rechenfehler beschreibt. Die Rechenfehler der beiden Additionen sind dabei €1 und es.

Ausléschung Berechnen sie fiir die beiden reellen Zahlen r = % und s = % mit normierten, gerundeten Re-
prasentationen in Bindrarithmetik und mit fiinfstelliger Mantisse die Differenz r — s und den relativen Fehler.
Fiihren Sie die Rechnung auch mit dreistelliger Mantisse in Bindrarithmetik aus. Analysieren Sie die Subtrakti-
on fiir allgemeine Zahlen a und b, die mit den kleinen relativen Fehlern e, und ¢, behaftet sind, mit Hilfe der

Rundungsfehleranalyse.

Berechnen Sie die Exponentialfunktion exp(z) mittels der Reihenentwicklung e* = 1+ + “;—T + ”f,)—? +.... Addieren
Sie solange Summanden der Form y = %’: mit k£ > 0 bis sich der Wert des Ergebnisses nicht mehr &ndert. Wahlen
Sie verschiedene positive und negative reelle Werte fiir z und erstellen Sie eine Tabelle.

zf'(x)

Mit der Konditionszahl K, = i)

gemessen werden.

kann die Sensitivitit des Resultats y = f(x) in Bezug auf die Eingabe z

Berechnen Sie fiir das Problem y = f(x) = 2", r € R die Konditionszahl. Diskutieren Sie, fiir welche Werte
r schlechte / gute Kondition vorliegt. Berechnen Sie weiters jeweils die Konditionszahlen fiir die Funktionen
y=f(r) =exp(z),y= f(x) =lnzund y = f(a) = a+ b+ c (b und c sind konstant) und diskutieren Sie jeweils
die Ergebnisse.

Analysieren Sie mit Hilfe der Rundungsfehleranalyse den Ausdruck y = a? — b2. Berechnen Sie jeweils die
Konditionszahlen beziiglich a und b. Fiir welchen Fall ist das Problem schlecht konditioniert? Zeigen Sie, dass
fiir den relativen Fehler des Resultats gilt

2a? 262 a® b2

Ea T+ Ep — €1+
a2 —b2 " a2 —p2 a? — b2 a? — b2

Ey = — gy — €3,

dabei représentieren €, und ¢, die relativen Fehler in den Eingabedaten a und b und €1, €5 und e3 die relativen
Fehler in den Berechnungen von a - a, b - b und a? — b?. Fiihren Sie die Analyse auch fiir den alternativen
Berechnungsweg (a + b)(a — b) durch. Vergleichen und diskutieren Sie die Ergebnisse. Welchen Berechnungsweg
wiirden Sie empfehlen? Warum?
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Werden die relativen Eingabefehler eines gut konditionierten Problems y = f(x) durch ein Berechnungsverfahren
nicht vergroflert, so heifl das Verfahren (numerisch) stabil. Ein Verfahren, das trotz kleiner Konditionszahl zu
falschen Ergebnissen fithren kann, heifit (numerisch) instabil.

Der Ausdruck f(x) = 1 —+/1— 2?2 soll fiir x &~ 0 berechnet werden. Zeigen Sie, dass es sich um ein gut kondi-
tioniertes Problem handelt. Bei der Auswertung dieses Ausdrucks erhélt man allerdings Ergebnisse mit extrem
grofien relativen Rundungsfehlern. Bestiitigen Sie das etwa mit einem Taschenrechner fiir z = 1.0- 1077, j € N
hinreichend grof. Uberlegen Sie wie dieses numerisch instabile Berechnungsverfahren in ein stabiles mathematisch
dquivalentes Verfahren umgeformt werden kann, das den Effekt der Ausloschung umgeht.

Iterative Apporoximation der Zahl 7:

up =2, Upy = 2’“\/2(1 — /1 = (27 *uy)?), E=1,2,...

Fiir welches k ist die Approximation am besten? Interpretieren Sie die Ergebnisse.




