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1. Ubungsblatt (Dienstag 21.04.2015)

Kreuzen Sie in der Ubung diejenigen Beispiele an, die Sie durchgerechnet haben und an der Tafel prasentieren kénnen.
Bereiten Sie alle numerische Beispiele mit MATLAB und bringen Sie den MATLAB Code auf USB Stick oder Laptop,
sodass Sie diesen ebenfalls in der Ubung vorfihren kénnen. Wenden Sie sich bei Unklarheiten an Caroline Geiersbach
(caroline.geiersbach@tuwien.ac.at) oder an Stefan Wurm (stefan.wurm@tuwien.ac.at).
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mit Hilfe der Trapezregel fiir verschiedene Schrittweiten h zu berechnen. Vergleichen Sie mit dem exakten Er-
gebnis und verifizieren Sie experimentell die Ordnung des entsprechenden Verfahrensfehlers.

1. Verwenden Sie MATLAB um

Hinweis: Die Ordnung k des Verfahrensfehler verfiziert man experimentell indem man nachweist, dass der Fehler
r(h) fiir h — 0 genauso schnell gegen 0 konvergiert wie h*. Plotten und vergleichen Sie dafiir (k) und h* in
einem loglog-Plot.

zf'(x)

2. Mit der Konditionszahl K, = )

gemessen werden.

kann die Sensitivitit des Resultats y = f(x) in Bezug auf die Eingabe x

Berechnen Sie fiir das Problem y = f(z) = 2", r € R die Konditionszahl. Diskutieren Sie, fiir welche Werte
von r schlechte / gute Kondition vorliegt. Berechnen Sie weiters jeweils die Konditionszahlen fiir die Funktionen
y = f(z) = exp(z) und y = f(z) = Inz und diskutieren Sie jeweils die Ergebnisse.

3. Rundungsfehleranalyse. Geben Sie eine detaillierte Rundungsfehleranalyse von

Vitzr—+1—=x

X

fiir |2| <1 an, verwenden Sie dabei 1+ 2~ 1+ 3.

4. Konditionsanalyse. Berechnen Sie die relative Konditionszahl K, = xj{(,g) von
Vi4+zr—+1—-2
flz) =
x
und versuchen Sie eine Abschiitzung fiir 2 € (—3, 1) anzugeben (entweder durch analytische Uberlegungen oder

berechnen von Werten in Matlab...). Gesucht ist also eine von x unabhéngige (mdoglichst kleine) Konstante C,

so dass K, < C fiir alle z € (-1, 1) gilt.

5. Berechnen Sie numerisch mit Hilfe des Differenzenquotienten und des zentralen Differenzenquotienten die Ab-
leitung der Funktion
f(z) =cosz

s

an der Stelle x = 7 fiir verschiedene Werte von h, vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis und verifizieren Sie
experimentell die Ordnung des entsprechenden Verfahrensfehler.

6. Die Losungen einer quadratischen Gleichung ax? + bz + ¢ = 0, a # 0 sind bekannterweise
—b+ Vb? — 4ac
2a

Bestimmen Sie jeweils die Kondition des Problems in Abhingigkeit von a, b und ¢, indem Sie jeweils einen der
Parameter als variabel und die anderen beiden Parameter als fest annehmen. Wo ist die Kondition schlecht, wo
ist sie gut?

1,2 =

7. Berechnen Sie die Exponentialfunktion exp(x) sowohl mittels der Reihenentwicklung e* =1+ z + z—? + f;—? + ...,
als auch mittels der Approximation e* = lim (1 4 %)". Addieren Sie solange Summanden der Form y = %’:
n—oQ !

mit k& > 0 bzw. berechnen Sie den Ausdruck (1 + Z)" bis sich der Wert des Ergebnisses nicht mehr &ndert.
Waéhlen Sie verschiedene positive und negative reelle Werte fiir x und erstellen Sie jeweils eine Tabelle. Welche
Approximation ist (fiir welche Werte) zu bevorzugen?



8.

10.

Argumentreduktion Um die Funktion sinx numerisch fiir alle Argumente x € R zu implementieren, reicht es
theoretisch aus, die Funktionswerte fiir alle Argumente & € (—m,n] berechnen zu kénnen. Fiir alle restlichen
r € R koénnen durch Ausnutzung der Periodizitit die Funktionswerte mittels sin(z) = sin(x + k - 2) gefunden
werden. Dabei wird k € Z so gewihlt, dass « + k - 27 € (—m, 7] gilt.

Implementieren Sie in Matlab dieses Vorgehen, d.h. erstellen Sie eine Funktion sinred(x), die fiir gegebenes x
dieses geeignete k findet und anschliefilend sin(z) berechnet und zuriickgibt. Testen Sie Thr Programm, indem

sie damit die Werte s; = sin(312689) und sy = sin(312690) berechnen und anschlielend die relativen Fehler
sin(312689)—s1 d sin(312690)—sa
sin(312689) 'Y Tn(312690)

vergleichen. Wie kénnen die Ergebnisse erkliart bzw. interpretiert werden?
Gegeben sei eine Folge x,,, welche die Bedingungen
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erfiille. Diese Folge konvergiert offensichtlich gegen % Gehen Sie nun davon aus, dass die Abweichungen |x,, — %|
als nicht-normalisierte Gleitkommazahlen mit doppelter Genauigkeit abgespeichert (nicht berechnet!) werden
(64 Bits, gemiaB IEEE 754-2008). Ab welchem Folgenindex n werden diese Abweichungen sicher nur mehr als 0
gespeichert?

Konstruieren Sie selbst eine Testfolge, die den Bedingungen geniigt, und {iberpriifen Sie das Ergebnis in Matlab.
Hinweis: Bringen Sie zuerst in Erfahrung, unter welcher Bedingung eine Zahl als 0 gespeichert wird: beachten Sie
dabei, dass bei nicht-normalisierten Gleitkommazahlen alle Stellen bis auf die letzte der Mantisse 0 sein kénnen.

Das bedeutet, dass die kleinste darstellbare Zahl Zpmin = Tpen - 2~ Mantissenldnge it wenn z,,,, die kleinste
darstellbare normalisierte Gleitkommazahl bezeichnet.

Uberlegen Sie sich anschliefend durch wiederholte Anwendung der rekursiven Bedingung eine Abschitzung von
|2, — 1|, die nur von n, jedoch nicht von anderen Folgengliedern abhingt.

Matlab speichert kleine Zahlen standardméfig nicht-normalisiert in doppelter Genauigkeit.

Betrachten Sie das Polynom
ple) = (1 -2)°

zf' (x)
f(@)
Fehlerverstirkung erwarten Sie somit bei einer stabilen Auswertungsvariante an der Stelle z = 0.97

Berechnen Sie zunichst die relative Konditionszahl K, = und werten Sie diese bei x = 0.9 aus. Welche

Berechnen Sie anschlieBend p(0.9) in Matlab durch direkte Auswertung (also y; = (1—0.9)¢), durch Auswertung
des expandierten Polynoms ¢y =1 —6-0.9+15-0.92 —20-0.9%2 +15-0.9* — 6-0.9° + 0.9% und durch Anwenden
des Horner-Schemas y3 =1+0.9- (=64+0.9-(154+0.9-(—20+0.9- (15+0.9- (=6 + 0.9))))).
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Vergleichen Sie die relativen Fehler = |1 — 107y;| und versuchen Sie das Ergebnis zu erkliren.



