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1 Reale feste und fliissige Korper

1.1 Interatomare Wechselwirkung (Paarwechselwirkung)

Atome sind elektrisch neutrale Teilchen. In grofem Abstand gib es (fast) keine elektro-
statische Wechselwirkung. In kurzem Abstand gibt es Abstofung- und Anziehungskrifte
zwischen Atomen. Die Elektronen und Protonen stofien ihresgleichen ab (durch gleiches
Ladungsvorzeichen - Elektronen negativ, Protonen positiv). Gegenseitig haben sie aber
eine Anziehung.

Kraft

AbstoRkraft

\/— >’

Abstand zwischen Atomzentren

Anziehungskraft

G r ’

Abb. 1: Wechselwirkung von Atomen

Beide dieser Krifte iiberlagern sich und ergeben somit die resultierende Kraft (rote
Funktion).
r < 0 ...Abstofungskréfte iiberwiegen

r > 0 ...Anziehungskréfte iberwiegen

Bei einem Abstand rg sind die Krifte ausgeglichen. In Summe ist hier eine Kraft von

null:
To : F(To) =0
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Abb. 2: Gleichgewichtsabstand

Aus Kraft der Paarwechselwirkung kann die potentielle Energie hergeleitet werden.
3D = F=-VEu

_dEpot
dr

Die potentielle Energie ergibt sich dann wie folgt aus dem Integral iiber die Kraft nach
dem Weg:

1-D = F =

Epot(r) = — /T F(r)dr

o0
Abhéngig davon, ob die Kraft positiv, negativ oder den Wert null annimmt, kann auch
eine Korrelation zur potentiellen Energie festgestellt werden:

Tabelle 1: Abstand zwischen Atomzentren - Vergleich von Kraft und Energie

r<To =70 rT>T0

F(r)  positiv 0 negativ
E(r) nimmtab im Minimum nimmt zu
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Abb. 3: Gleichgewichtsabstand

Mit dem Lennard-Jones-Potential kann die potentielle Energie der Paarwechselwirkung
berechnet werden. Hier gibt es zwei Summanden die jeweils die Energie der Abstoftung
(12. Potenz) und der Anziehung (6. Potenz) reprisentieren.

Bpot = 4 [(2)1? = (2)f

Das ¢ ist hierbei die Energie des Minimum und das o der Abstand des Energie-
Nullpunktes.

A

Energie

Abstand »

Abb. 4: Lennard-Jones-Potential



1.2 Atomanordnung
1.2.1 Festkorper

Atome sind in einem regelméfigem Gitter angeordnet. Diese sind kristalline Festkdorper
mit 3-dimensionaler periodischer Anordnung. Der Begriff Fernordnung definiert diese re-
gelméfigen und kontinuierlichen Anordnungen von Molekiilen und Atomen in kristallinen
Festkorpern.

Die Kristallstruktur wird mit 3 unterschiedlichen Anordnungstypen beschrieben:

e FCC: face-centred cubic (DE: Kubisch flichenzentriertes Gitter)
e BCC: body centered cubic (DE: Kubisch raumzentriertes Gitter)
e HCP: hexagonal close-packed crystal (DE: Hexagonal dichteste Kugelpackung)

Kristalle konnen formal als 3-dimensionaler Korper dargestellt werden. Alle Atome sind
Punkte an den Verbindungslinien des Korpers. Der Nullpunkt wird mit Atom Ag definiert
und bildet einen Ortsvektor 7; zu einem beliebigem anderen Atom A;. Die Basisvektoren
ab,c spannen eine Einheitszelle auf (in nachfolgender Grafik rot dargestellt). Sonderfalle
gibt es, wenn a = b = c und o = 90° sind. Dann ist die Einheitszelle ein Wiirfel.

Gitter-
ebenen

Abb. 5: Kristalliner Festkorper

Bei Festkorpern in einer Gitteranordnung sind alle Atome an ihrem Gitterplatz. Sie
kénnen diesen auch nicht verlassen. Da sich die Atome aber um ihre Gleichgewichtslage
bewegen, kdnnen diese elektrischen Krifte auch mit Federn dargestellt werden. Falls sich
Atome zu nah beieinander befinden, so {iberwiegen die Abstofungskrifte und sie werden
voneinander weggedriickt. Ab einem gewissen Abstand (r() sind diese Kriifte aber wieder
anziehend und somit schwingt das Atom in der kristallinen Struktur hin und her.
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Abb. T7: Elektrische Riickstellkraft
Abb. 6: Elektrische Riickstellkraft Gitter

1.2.2 Gase

Die Dichte von Gasen ist in etwa um den Faktor 10% kleiner als die von Festkorpern.
Dadurch sind die Intermolekularen Absténde bei Gasen auch um etwa 10 mal gréfer als
ro. Dadurch haben Gase auch eine geringere Wechselwirkung. Bei Idealen Gasen gibt es
eine Vollstdndige Unordnung was bedeutet das Teilchen voneinander unabhingig sind.
Dies lésst sich auf Basis der Stochastik beschreiben. Bei Realen Gasen gibt es allerdings
noch eine (anziehende) Wechselwirkung aufeinander.

1.2.3 Fliissigkeiten

Fliissigkeit ist weder ein imperfekter Festkdrper noch ein dichtes Gas.
Kristall (Perfekte Unordnung) — Fliissigkeit «+— Gas (Vollstdndige Unordnung)

Es wird unterteilt in die Fernordnung (Atome sind im Gitter eines Festkorpers) und
Nahordnung (Atome sind nicht mehr in einem Gitter geordnet und es ergibt sich eine
Fliissigkeit). Atome kénnen demnach die Gitterplitze des Festkorpers verlassen wodurch
ein weniger stark geordneter Zustand entsteht. Dies ist der Ubergang in den fliissigen
Zustand.

PGas K PFI < PFest

Die Ordnung bezieht sich immer auf die Raumfiillung mit Atomen auf die dichteste
méglichste Packung wie in folgender Grafik dargestellt:



Festkb‘rper‘ ’ Fliissigkeit ‘ Gas
D ¢ ¢ %
.
¢ ¢ L ¢
< <
< Dichte
Fernordnung  Nahordnung Unordnung
Raumfillung mit Kugeln (bezogen auf die dichteste Packung)
100% ca. 95% 0.1%

Abb. 8: Ordnung von Atomen

1.2.4 Fernordnung und Nahordnung

Die Fern- und Nahordnung kann von der radialen Verteilfunktion abgelesen werden. Hier
setzt man sich in die Mitte eines Atoms und geht einen Radius nach aufen ab und
misst die Wahrscheinlichkeit anderer Atome in dem gewissen Radius. Je nach Material
und Aggregatzustand ist diese Wahrscheinlichkeit anders. Bei Fliissigkeiten spricht man
von einer Nahordnung da hier die Wahrscheinlichkeit in der ersten Koordinationsspére
am hochsten ist. Bei Festkorpern ist die Wahrscheinlichkeit auf die Auferen Koordinati-
onsspéaren verteilt, demnach handelt es sich bei Festkérpern um eine Fernordnung.

Flussigkeit - Nahordnung Kristall - Fernordnung

V) 1.KS
CeRu,Sn,

RuSNSn Sn

H

1.Koordinationssphére
p'ﬂjv Fiu ru
0 160 200 360 4(‘10 5(‘]0 660 700
; Ce r (pm)
Abb. 9: Nahordnung Abb. 10: Fernordnung

1.2.5 Aggregatzustand

Der jeweilige Aggregatzustand héngt vom Verhéltnis der kinetischen und potentiellen
Energie (%) und damit von der Temperatur 7" und der Bindungsenergie ab.

pot



Tabelle 2: Aggregatzustand

Festkorper Fiir T < Tochmetz  Ekin <K Epot(10) = Eges <0

Flissigkeit Fiir T > Tschmetz  Erin = Epot(10) = Eges <0

Gas Fir T > Tgieden Ein > Epot(ro) = Eges >0

1.3 Deformierbare feste Korper

Unter dufere Krafteinwirkung kann ein fester Koérper seine Gestalt &ndern. Dabei wird
unterschieden zwischen elastischen und plastischen Korpern. Bei den elastischen Kérpern
verschwindet die Deformation nach Beendigung der Krafteinwirkung wobei plastische
Korper eine Formédnderung erhalten.

Wenn ein elastischer Korper einer Zugkraft ausgesetzt wird, dann erhélt dieser eine
Langendnderung L — L + AL. Wenn das AL < L (so, dass es nicht zur plastischen
Verformung kommt) kann die aufgewendete Kraft iiber das Hookesche Gesetz hergeleitet
werden:

F=k-AL

k ist hierbei die Federkonstante welche Materialabhéngig ist (ist proportional zu %)

In weiterer Folge kann die Kraft auch iiber das Elastizitdtsmodul E berechnet werden.
Diese ist eine Materialabhidngige Konstante die allerdings nicht Kérperformabhéngig ist.
Die Einheit fiir das Elastizitdtsmodul ist %

AL

F=EFE A —Z
L

Abb. 11: Langendnderung

Aus dem Hookeschen Gesetz ergeben sich noch zwei weitere Parameter. Die Kraftein-
wirkung auf den Flachenquerschnitt wird mit o = % umgeschrieben und in die Zugspan-
nung umbenannt. Das Verhéltnis der Lingendehnung wird ebenfalls zusammengefasst
und ergibt sich als die relative Dehnung ¢ = %. Wenn man nun alle diese Einheiten

zusammenfiihrt und in das Hookesche Gesetzt iibernimmt, ergibt sich folgende Gleichung:



c=F- ¢

Daraus folgt, dass die Spannung der Dehnung proportional ist. Die aufgewendete Kraft
um ein Objekt zu dehnen entspricht in Bezug auf dessen atomare Struktur einem linearen
Verlauf. Die Ep,; der Paarwechselwirkung ist in diesem Abschnitt parabolisch.

Elektronenhdllien

- -

=y

abstoare anziehend

Gleichgewichts-
abstand
Abb. 12: Ausdehnung eines Kor- Abb. 13: Krafteinwirkung bei Aus-
pers dehnung

Mittels Taylorentwicklung der Ep,; Funktion um die Gleichgewichtslage r¢ kann eine
Ann#herung an die Ep, Funktion durchgefithrt werden. Hierbei zeigt sich, dass fiir an-
gendherte Funktionen mit n > 3 nur eine kleine Auslenkung zu sehen ist. Daher kénnen
Therme die gréfker als n > 3 sind vernachléssigt werden. Daraus erschliefft sich, dass bei
groferen Auslenkungen aus der Ruhelage nicht lineare Riickstellkréfte ergeben und somit
Korper plastisch verformt werden konnen.

Uber das Spannungs-Dehnungs-Diagramm kann abgelesen werden, fiir welche Zugspan-
nung o die relative Dehnung ¢ erh6ht wird.

e AP - linear-elastischer Bereich (Proportional, Hookesches Gesetz)

e PE - nichtlinear-elastischer Bereich (Noch reversibel. Nach wegnahme der Zugspan-
nung geht der Korper wieder in seine Ausgangsform zuriick)

e EB - plastischer Bereich (Dehnung wichst rasche als Zugspannung an)

e EZ - Fliefbereich (Spannung dndert sich nur wenig mit Dehnung, Struktureinheiten
gleiten ab, plastische nicht reversible Verformung)

10



e 7 - Einschnurrung (Material wird diinner da sich Objekt in die Lange zieht)

e B - Bruch

elastisch plastisch

A g

Abb. 14: Spannungs-Dehnungsdiagramm

Wenn ein Korper einmal im plastischen Bereich ist, geht seine Ausgangsform nach
wegnahme der Kraft nicht in urspriingliche Form zuriick sondern dndert die Linge ir-
reversibel. Grund dafiir ist, dass sich die zwischenatomaren Abstéinde proportional zur
Langendnderung ausgleichen:

Ar AL
v L

o El.| PL

Abb. 15: Spannungs-Dehnungsdiagramm

Festkorper sind in Atomlagen aufgebaut. Jedes Atom ist im Gleichgewichtszustand mit
den benachbarten Atomen. Wenn nun eine hohe Kraft angelegt wird, die diese Atom-
lagen so verschieben, dass die Gleichgewichtslagen der Atomlagen nicht mehr mit den
am Anfang benachbarten Atomlagen iibereinstimmen kommt es zur plastischen Defor-
mierung. Die Ursache ist, dass die Atome nun niher an einer neuen Ruhelage liegen und
diese dann auch einnehmen. Der Abstand zu den benachbarten Atomlagen ist zu grofs
geworden, so dass die Riickstellkrifte nun von anderen Atomlagen kommen. Daher finden
die Atomlagen nun auch eine neue Ruhelage.

11



Atomlagen

— reversibel

Auslenkungen !
oo | 1 nichtreversibel

o—0—09°

Atomlagen

reversibel
Auslenkungen

o—o—0—o0 : nicht reversibel
—0—09

Abb. 17: Plastische Deformation Lage nach Verschiebung

Unter der Einwirkung von Spannung kénnen verschiedene Arten von Verformungen
erreicht werden:

e Dehnung

Stauchung

Allseitiger Druck

Scherung
e Torsion

e Biegung

1.3.1 Dehnung und Querkontraktion

Bei der Dehnung wird ein Korper in die Lénge gezogen, so das sich dadurch der Quer-
schnitt kontrahiert. Dadurch dndert der Querschnitt aber in geringerem Ausmaf als die

12



Lange:
L — L+ AL
d—d—Ad
AV AL 2Ad
Vv L d
Dadurch entsteht ein neuer Parameter der das Verhéltnis der relativen Querkontraktion
und der relativen Dehnung darstellt. Dieser Parameter ist die Kontraktionszahl p (auch
Poissonzahl genannt). Diese entspricht typischerweise einem Wert von 0.2 < p < 0.4.

(%) . rel. Querkontraktion
= — Verhiltnis =
: (4L) i rel. Dehnung

Zusammengefasst kann man dies auch mit der relativen Dehnung darstellen:

AV AL _Ad AL Ad
V:L_Qd:L<1_2AdL>:€(1_2M)
L

-

Abb. 18: Dehnung mit Querkontraktion

1.3.2 Stauchung und Querausdehnung

Bei der Stauchung wird ein Druck auf die Seiten angelegt, sodass der Korper sich zusam-
menpresst. Dabei wird der Querschnitt gedehnt. Ahnlich wie bei der Dehnung kommen
hier wieder die selben Formeln zum einsatz, diesmal aber mit umgekehrten Vorzeichen.

Der angelegte Druck p entspricht hierbei p = —o.

L—L—-AL

d—d+ Ad

13



Abb. 19: Stauchung mit Querausdehnung

1.3.3 Allseitiger Druck

Bei allseitigem Druck kommt es zur Volumenreduktion. Hierbei ist der Druck wieder
p=—0.

Es werden hierfiir wieder zwei neue
Begriffe eingefiihrt: Kompressions-
modul K und Kompressabilitit x:

__________ K= VW

| I

| I

| I

i I 1

i i "TE

: ; Das Kompressionsmodul K be-
g — schreibt dabei die relative Vo-

lumensidnderung  zufolge  eines
Drucks. Die Kompressabilitit &
beschreibt in der Hydrostatik das
Maf der Druckabhingigkeit von

S ——— N ———— p(p). Die Kompressabilitit kann
auch  folgendermaflen  definiert
werden:

Abb. 20: Allseitiger Druck _ _lal
V op

14



1.3.4 Scherung

Bei der Scherung greifen Kréfte Tangential an eine Fliche an. Dabei entsteht eine Schub-
/Scherspannung 7

il
I

| =

Bei einem Quader werden die Kan-
ten dadurch um einen Winkel «
gekippt. Bei sehr geringem Win-
kel (o« < 1) ist die Scherspan-
nung proportional zum Scherwin-
kel. Es wird hier zusitzlich das
Schubmodul (oder auch Schermo-
dul/Torsionsmodul) G eingefiihrt:

T=G- -«

Dadurch entsteht eine reine Form-
anderung, das Volumen aber bleibt
gleich.

Abb. 21: Scherung

1.3.5 Torsion

Bei der Torsion ergibt sich eine Scherspannung die in radialer Komponente wirkt. Der
Korper wird hierbei in Teilkomponenten betrachtet. Hierbei verwendet man Zylinderko-
ordinaten und definiert die Fliche aufgeteilt in Zylinderhiilsen dr und in radiale Segmente

de.

15



Bei Drehung des oberen Endes um
einen gewissen Winkel ¢ entsteht
eine Scherung der S&dule um «a.
Wenn r¢p < L ist, dann kann an-
genommen werden, dass tan(a) =~

i a = 7 ist. Dies in die Formel
der Scherspannung eingesetzt er-
\dr gibt sich zu:
: r
h r=Ga=G2

L

Somit entsteht unter der Kraft
/ eine Scherung des Ringsegmentes
L i (Pnew =1 +dr):

dF = 17dA = m27rdr = G%%Trdr =G

i : Das Drehmoment berechnet sich
\j\/ dann wie folgt:
2mr3dr -
L

Abb. 22: Torsion eines Drahtes dD = r-dF = G

Mit der Formel des Drehmoments kann man die Verdrillung des gesamten Zylinders
(Drahtes) errechnet werden. Dadurch muss das Integral mit den Grenzen des Radius des
Zylinders ausgerechnet werden.

R 3 R 4
2rredr - 2wG - 3 TGR
D= [dD= G = dr = .
/ /0 L L /0 T A
Bei einer Torsion gibt es auch eine riicktreibende elastische Kraft die wiederum ein
Drehmoment in die Gegenrichtung erzeugt. Wenn das angelegte Drehmoment gleich grofs
ist wie das der riicktreibenden Kréafte, dann ist ein Gleichgewichtszustand erreicht und
der Zylinder dreht sich nicht:

TGR*
= - cp=—D,-
o 2 r- @
D, wird als Richtmoment bezeichnet und stellt das Drehmoment pro Winkeleinheit

da.

1.3.6 Biegung

Bei der Biegung wird ein Korper der aus starren Segmenten besteht an einem Ende mit
einer Kraft ausgelenkt. Dadurch entstehen Kompression und Dehnung an den einzelnen

16
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Segmentflachen. Im mittleren Verlauf des Kérpers ist die neutrale Faser die sich bei der
Auslenkung nicht dehnt oder komprimiert.

Man berechnet hierbei immer den
Biegungspfeil s. Dieser ist mit fol-
gender Formel herzuleiten:

L3
= F
3EB

Wobei F' die gerichtete Kraft in ent-
sprechende Richtungskomponente
ist, L die Lange des Korpers, F das
Elastizitatsmodul und B das Fli-
chentragheitsmoment welches spe-
zifisch an die Form des Korpers an-
gepasst werden muss.

S

Abb. 23: Biegung eines Balkens

Neutrale Fasern

L %

—

F

Abb. 24: Dehnung und Kompression der Balkensegmente bei der Biegung

Um das Flachentrédgheitsmoment B zu berechnen muss zuerst der spezifische Quer-
schnitt des Korpers berechnet werden:

a= | [ dya

Weiteres muss die Richtung der Kraft z definiert werden.

B://zzdydz

17



4 z
e S ’ il
L }
L L . - Am Beispiel eines rechteckigen Bal-
| l"b"?' \T +h ﬂ y ken muss die Integration fiir den
iy -d/z Querschnitt folgendermafen ausse-
T — h — hen:
b d
Abb. 25: Querschnitt Balken o= /2 /2 dy dz
b d
2773

Fihrt man die Werte fiir den oben genannten Querschnitt und der Kraft z zusammen,
so ergibt sich das Flichentrigheitsmoment folgendermalen:

b d

Y Y R _ i 3

B/b/dz dydzfmdb
2 2

Durch einsetzen in die Formel des Biegungspfeil s ergibt sich:

L3 L3

= F=4——F
3EB Ed3b

S

Gleiche Berechnungen kann man fiir Andere Geometrische Formen durchfiihren.

Wenn ein Balken nun auf beiden Seiten eingespannt ist und die Kraft in der mitte
wirkt, dann verteilt sich die Kraft auf beide Seiten und wird zu g Gleiches passiert mit
der Lange da diese dann nur einer Balkenhélfte entspricht (%) Wenn dies in die Formel
eingesetzt wird kann umgeformt werden und man erhilt den neuen Biegungspfeil.

s=4

3

L3 L 3
F=s5=4 () F L

Ed3b Ed3b 2 4Ed3b

Durch doppelseitige Einspannung erfolgt ein um den Faktor 16 kleinerer Biegungspfeil
als bei einseitiger Einspannung.

1.3.7 Deformationsarbeit

Wenn ein Korper deformiert wird, wird Arbeit geleistet. Diese Arbeit ist im elastischem
Bereich vollsténdig reversibel und fithrt dazu das sich der Kérper wieder in seine Aus-
gangslage reformieren kann. Wenn der Koérper bis in den plastischen Bereich gedehnt
wird, dann formt sich dieser nicht mehr in seine Ausgangslage zuriick. Die aufgewendete
Arbeit geht zum Teil in Warmeenergie verloren. Die Formel fiir die Deformationsarbeit
ist folgendermaken definiert (¢ ist die Fliche eines Quaders):

AL € €
WDef:/ FdL:/Jq-Ld»s:V/ ode
0 0 0
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Abb. 26: Deformationsarbeit

Wenn ein Material im elastischen Bereich bis zu einem Punkt A gedehnt wird, und der
Zyklus 0 — A — 0 betrachtet wird, dann ist das Kurvenintegral der Arbeit genau null.
Wenn der Punkt A allerdings im plastischen Bereich liegt, dann ist das Kurvenintegral
ungleich null (Wérmeenergie entsteht).

Welast:V% o-de=0
040

W,,,ast:vj{ o-de #0
0AB

G A
A

-—
S

O B E

Abb. 27: Deformationsarbeit im plastischem Bereich

1.3.8 Elastische Hysterese

Die elastische Hysterese besteht aus zwei Zyklen. Zuerst gibt es den Dehnung-Entlastung-
Zyklus bei dem ein Kérper bis in den plastischen Bereich gedehnt wird. Danach wird der
Korper entlastet und nimmt einen neuen Ruhezustand (B) ein. Dieser ist nicht mehr der
Ausgangszustand (0) da mechanische Arbeit in die plastische Verformung (Wéarmeener-
gie) gesteckt wurde. Der zweite Zyklus ist der Dehnung-Stauchung-Zyklus bei dem der
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Korper von dem neuem Ruhezustand (B) gestaucht wird. Dadurch entsteht wiederum
plastische Verformungsenergie die in Wérmeenergie freigegeben wird. Nach Wegnahme
der Kraft geht der Korper erneut in einen neuen Ruhezustand (D). Nun kann dieser
Zyklus Stiick fiir Stiick wiederholt werden. Es ergibt sich dadurch eine Spezielle Kurve:

N

/B

P

Abb. 28: Flastische Hysterese

1.4 Reibung zwischen festen Korpern

1.4.1 Haftreibung

Die Haftreibung ist eine Kraft die verhindert, das Objekte an denen eine Kraft wirkt,
verschoben werden. Sie ist nicht abhéngig von der Auflagefliche an dem sich das Objekt
befindet. Mehr ist sie von dem Gewicht des Objektes abhéingig. So kann ein Rechteck mit
der langen Seite aber auch mit der kurzen Seite aufgestellt werden und die Haftreibung
bleibt gleich. Die Haftreibung ist immer gleich der Kraft die das Objekt verschieben will,
solange das Objekt in Ruhe verharrt.

Fy=Fy
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Abb. 29: Haftreibung

Die Haftreibung Fy ist immer proportional zur Normalkraft Fi die das Ob jekt auf den
Boden driickt. Da Fy = mg ist, ist die Haftreibung von der Masse und der Gravitation
abhéngig. Hierfiir kann man einen Haftreibungskoeffizienten ppy ausrechnen der diese
Proportionalitit definiert:

Fg=ppFn

Reibungskrifte haben zwei Ursachen:

e Mikroskopisch unebene Flachen die Verzahnung der Kontaktflichen herstellen. Fiir
Bewegung ist Abrasion nétig.

e Intermolekulare Anziehungskrifte bei engem Kontakt (z.B.: Gummi) bei denen
Kohasionskrifte entstehen. Fiir Bewegung muss interatomare Bindung gebrochen

werden.
Verzahnung Kohasion
A Fi
' | «
/v"/\/\/\/\/\/\l\f\/\/\’vvl F — F
1]
(\"\W W -
B

Abb. 30: Reibungskrifte

Der Haftreibungskoeffizient kann experimentell bestimmt werden, indem man den Kér-
per auf eine Ebene unter einem Winkel « legt. Der Winkel « wird langsam erhéht. Kurz
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bevor sich der Korper aus der Ruhelage bewegt, wird der Winkel notiert und als aunqq.
festgelegt. Uber Winkelfunktionen kann man dann Fy und Fy ausdriicken:

Fy = Fgsin gz = Mg sin aunay

Fn = Fg coS Qupar = My COS Qmay
Durch einsetzen in die Definitionsgleichung des Haftreibungskoeffizienten pz kann dann

folgende Formel ausgedriickt werden:

Fy My Sin Qmay
Fyg=pgFn = pg = = ————— =tananas
Fny  mgcosamas

mgsino

_ 1 mgcoso

A/
Fe=Mg

Abb. 31: Messung Haftreibung

1.4.2 Gleitreibung

Die Gleitreibung ist im Gegensatz zur Haftreibung abhingig vom Material und der Ge-
schwindigkeit. Auch hier gibt es einen Gleitreibungskoeffizienten pug der immer kleiner
als der Haftreibungskoeffizient ist.

Fa = pcFn

Ma < pH

p ; 4 .r » Bei dem Gleiten eines Kérpers iiber

M eine Oberfliche gibt es immer Vi-

brationen die dazu fithren, dass der

Haftreibung Gleitreibung Korper leicht springt. Dadurch ist

die Verzahnung kleiner und nur die
Zéhne werden abgetragen.

Abb. 32: Haft-Gleitreibung
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1.4.3 Rollreibung

Bei der Rollreibung gibt es Anziehungskrifte zwischen den Atomen der Beriihrungsli-
nie des Rades und der Oberfliche sowie Deformation der Oberflache. Es gibt elastische
Riickstellkrifte die bei ¥ = 0 den gleichen Betrag haben wie die Gravitationskraft des
Korpers (Fel_&st = —F_;V) Sobald sich das Rad bewegt gibt es symmetrieabhdngige elas-
tische Riickstellkréfte die nun anders gerichtet sind. Der Rollreibungskoeffizient pp kann
durch folgende Formel berechnet werden:

Fr = urFn

Die Winkelabhingige Krifte kon-
nen nun wieder berechnet werden.
Dabei kann vereinfacht werden und
das Verhéltnis der Krifte auch auf
ein Verhéltnis der Reifenauflagelan-
ge sowie des Radius umgeindert
werden. Dies wird gemacht, da das
Ar bei einer harten Auflagefliche
verschwindend klein ist und es dem
Term 75 entspricht. Allgemein ldsst
sich sagen, dass die Rollreibungs-
kraft kleiner wird, wenn ein grofer
Rad-Radius und eine grofse hérte
des Rad und der Unterlage exis-
tiert. Dadurch ist der Rollreibungs-
koeffizient ppr auch proportional zu

Abb. 33: Rollreibung % '
Fr o o o
— =t = ~—=Fp=—=F
Fy WS R_OA TR TIRET RN

1.5 Ruhende Fliissigkeiten, Hydrostatik

Im Gegensatz zu Festkorpern benttigt man wesentlich weniger Kraft um Fliissigkeiten
zu verformen. Dabei gibt es fast nur Reibungs- und Oberflicheneffekte. Bei der Betrach-
tung von idealen Fliissigkeiten bendtigt man keine Kraft um die Form eines Volumens zu
dndern. Im Atomaren Modell lassen sich Atome/Molekiile in Fliissigkeiten frei verschie-
ben (in Festkorpern nicht méglich). Das Schubmodul G wére nach der Makroskopischen
Betrachtung einer idealen Fliissigkeit gleich 0.

1.5.1 Oberflachen von Fliissigkeiten

An der Oberflache einer ruhenden Fliissigkeit treten dazu auch keine Tangentialkréfte
auf. Die Oberfliche einer idealen Fliissigkeit ist dabei im rechten Winkel zur wirken-
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den Gesamtkraft. Fine Fliissigkeit bewegt sich so lange, bis die Tangentialkomponente
verschwindet.

" Fu

Abb. 34: Kraftwirkung Fliissigkeit

In Ruhelage hat die Fliissigkeit nur die vertikale Schwerkraft. Die Oberflache ist in
horizontaler Ebene. Falls allerdings ein rotierender Zylinder herangezogen wird, dann
dndert die Fliissigkeit ihre Oberflache durch die resultierenden Kréfte (Schwer- und Zen-
trifugalkraft). Die Steigung der Fliissigkeit kann aus diesen beiden Kriaften hergeleitet

werden. Sie ist das Verhiltnis % in jedem definiertemm Punkt der Parabel.

Fy mw?r 2y
tana = — = = —
Fy mg g
d 2 2
e _wr =dz = ﬂdr
dr g g

Durch Integration erhélt man z(r) durch angabe der radialen Komponente sowie der
Kreisfrequenz der Rotation:

2 2
w w
z(r :/rdr:TQ—i-C

) g 2g
Die Integrationskonstante C' lésst sich durch die Randbedingung z(r = 0) = z 16-
sen. So ist C' = zp. Durch Erweiterung der Formal fiir die Kreisfrequenz kénnte man
die Rotationsgeschwindigkeit ebenfalls in die Formel integrieren (steckt implizit in der

Kreisfrequenz). Somit ist die Formel fiir die Steighhe:

2
w” o
z(r) = =—r“+ 2
29

Abb. 35: Fliissigkeit - Ruhe und Rotation
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1.5.2 Statischer Druck in einer Fliissigkeit

Der Druck auf eine Oberfldche ist definiert durch Kraft durch Flache. Da die Kraft immer
im rechten Winkel auf die Flache steht ist nur der Betrag relevant:

F
P=7
F =|F|

Wenn nun ein Kolben auf die Fliissigkeitsoberfliche gesetzt wird und dieser mit einer
Kraft in Richtung Fliissigkeit gedriickt wird, dann entsteht ein Druck p. Dieser Druck ist
in alle Richtungen des Geféfses gleich grok.

Abb. 36: Druck auf Fliissigkeit

Bei einer hydraulischen Presse ist dies die Selbe Annahme. In einer Offnung wird ein
Kolben mit einer Kraft F angelegt welcher auf die Fliissigkeit im Querschnitt A; Druck
ausiibt. Die Fliissigkeit wird in eine weitere Kammer gepresst in der eine Querschnittsfla-
che As einen weiteren Kolben in Bewegung setzt. Wenn die Querschnittsfliche Ay grofer
ist als A1, dann muss eine grofere Kraft Fy auf diese wirken. Grund dafiir ist, dass der
Druck p konstant bleiben muss.

B A
p_E_KQ:FZ_FIZ

Ay > A1 = Fy > F
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Abb. 37: Hydraulische Presse

1.5.3 Schweredruck

Der Schweredruck ist der Druck, den die Fliissigkeit auf sich selbst durch ihr Eigen-
gewicht verursacht. Er wird durch die Gewichtskraft der Fliissigkeitssiule erzeugt. Die
Gewichtskraft ldsst sich iiber die Dichte der Fliissigkeit berechnen:

Fg =mg = pgV = pg(H — 2)A

p() = “C = pg(H =)

Dabei ist die Dichte p konstant und unabhéngig der Hohe z der Wassersdule. Dies ist nur
zuldissig unter der Annahme, dass die Kompressabilitdt von Fliissigkeiten sehr klein ist.

JlZ

H?

Abb. 38: Schweredruck

Unter dieser Annahme kann ein beliebiges Volumenselement in einer Fliissigkeitssiule
betrachtet werden und dessen Kraft ausgerechnet werden. Dabei berechnet man sich ein
Delta der Kraft welches dich durch die Differenz der Ober- und Unterseite ergibt. Die
errechnete Kraft wirkt immer nach oben. Diese Kraft wird durch das Gewicht Fg = pgV
des Fliissigkeitsquaders kompensiert.

Unterseite: p(0) = pgH = Fy = pgHA
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Oberseite: p(Ah) = pg(H — Ah) = F| = pg(H — Ah)A
Differenzbetrag: Fy = Fy — F| = pgAhA = pgV’

Fa

Fe

Abb. 39: Volumenelement Fliissigkeit

Die Eigenheit am Druck der Fliissigkeit ist, dass unabhéngig von der Gefifiform, der
Druck nur von der Héhe der Fiillmenge abhingt. Dies wird auch als hydrostatische Pa-
radoxon bezeichnet. Der Beweis dafiir kann einfach berechnet werden indem man einen
1m? Wiirfel mit Wasser fiillt. Fiir den Bodendruck des Wiirfel ergeben sich nun p; = 0.1
bar. Wenn nun an der Oberseite des Wiirfels ein diinnes Steigrohr (¢ = lem? H =
10m, AV = 1l) angebracht wird, dann erzeugt dieses einen Druck von 1 bar. Addiert
man dies, ergibt sich nun ein neuer Gesamtdruck an der Bodenseite des Wiirfels von
pa = 1.1 bar. Der Druck im wiirfel steigt somit auf das 10fache an wobei die Masse der
Fliissigkeit nur um 0,1% zugenommen hat.

1.5.4 Auftrieb und Schwimmen

Wenn ein Objekt in eine Fliissigkeit getaucht wird, dann verdréngt dieses ein gewisses Vo-
lumen. Das Gewicht das dieser Kérper an Wasser verdrangt, verliert dieser Kérper dann
auch als Eigengewicht. Dies wird auch das Archimedische Prinzip genannt. Wenn nun ein
Quader in eine Fliissigkeit getaucht wird, dann entsteht ein Druckunterschied zwischen
Ober- und Unterseite des Quaders. Dieser Druckunterschied bewirkt den Auftrieb.

Ap = p2 — p1 = prigh2 — pright = prigAh
Die Auftriebskraft ist dann die druckabhingige Kraftformel:

Fo= ApA- ¢, = prigAAh- &, = ppgV - € = mpg - € = —Gpy
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Auftrieb

mg-g

Abb. 40: Auftrieb

Es gilt daher fiir beliebig geformte Korper:

p=prg(H — 2)

L )
dF = —VpdV = —8% - 62dV = ppidgV - & = —ppgdV

Auf den ganzen eingetauchten Korper wirkt daher der Auftrieb:
Fy = —ﬁ/PFZdV = —gm=—Gp

Abhéngig von der Dichte eines Korpers kann abgelesen werden ob dieser auf einer
Fliissigkeit schwimmt:

Schwimmen: px < pp; = Fa4 > Gk
Der Koérper schwimmt und taucht nur soweit ein bis G_}( = —Fil ist.
e Schwimmen: F)y > Fg - nur Teil des Kérpers taucht ein.
e Schweben: Fy = Fg - indifferentes Gleichgewicht.
e Sedimentation: F'y < Fg - Korper sinkt ab.

Veranschaulichend kann man dies anhand von einem Beispiel betrachten: Es wird be-
rechnet, wie viel Prozent eines Eisberges sich unter der Wasseroberfliche befinden. Hierfiir
sind folgende Werte gegeben:

k k
Eis: pgis = 0.95 - 103—9, Salzwasser 0°: py = 1.05 - 103—93
m m

Wir wissen das Fg = Fy ist. Da ein Teil des Eisberges im Wasser und in der Luft ist
kénnen wir Fg folgendermaken bestimmen:

Fg=FY + F§
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g/ PEistZQ/ pde+9/ prdV
Viis vy VL

Eis Eis
W L
PEisVEis = pwVEis + pLVEis

Da pr, < pw ist, kann man sagen das der Summand pLVELiS gegen null geht und somit

verschwindend klein ist: W
VEis
PEis = PW VEis

VY. pEis 095

VEis PW - 1.05

Durch einsetzen der Dichte von Wasser und Eis erhalten wir ein Verhéltnis. Dies ent-
spricht 90,5% des Volumens des schwimmenden Eisberges das sich unter der Wassero-
berfliche befinden.

~ 0.905

Hilfe zur Umwandlung von Einheiten: Die Dichte ist immer in %3 angegeben. Um dies

umzuwandeln konnen die Potenzen vorgezogen werden. Beispiel: Die Dichte von Wasser
ist 0.998 2.
gramm - 1072 = kg

cm-1072 =m

Da cm die dritte Potenz hat, multiplizieren wir 3 mit der zweiten Potenz und haben
somit 1079, Der Vorfaktor von cm wird iiber den Bruch gezogen, folglich #indert sich die
Potenz im Vorzeichen und wird zu 10. Nun kénnen die Vorfaktoren vorgezogen werden:

z k
0.998 - 1073 - 10629 — 0.998 - 10° -5
m m

Das Archimedische Prinzip kann auferdem verwendet werden, um nachzuweisen ob Ma-
terialien echt oder Falschungen sind. Der Versuchsaufbau besteht hierbei mit einer Waage
an der zwei Objekte befestigt sind. Eines ist ein verifiziertes Stiick Gold und ein anderes
ist der Testgegenstand. In der Luft wiegen beide Objekte gleich viel, die Waage ist ho-
rizontal ausgerichtet. Wenn nun die Waage samt Messgewichten in das Wasser getaucht
wird, erfahren die Gegenstidnde einen Auftrieb der Threm Volumen entspricht. Diese Auf-
triebskraft sollte gleichermafken von der Gewichtskraft des Kérpers kompensiert werden.
Dies passiert wieder nach der Formel:

Fa=—gprV

Fg = —gpxV

Wenn nun aber die Dichte des Testgegenstandes nicht gleich der von Gold ist, dann
miissten die Objekte nicht mehr horizontal auf der Waage ausgerichtet sein.
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1.5.5 Oberflachenspannung

Ein Oberflichenmolekiil hat weni-
R ger benachbarte Molekiile als eines
in einer Fliissigkeit. Dadurch ist die
© o Fliissigkeitsoberfliche um AA ver-
O L L grofert und die Energie des Sys-
e ° tems steigt um AW. Das Verhilt-
nis der beiden stellt die spezifische
Oberflachenenergie € dar:

Abb. 41: Oberflachenmo- A
lekiil AW J
exu s——AA%[s]——z

m
Ein Molekiil an der Oberfliche hat dadurch héhere potentielle Energie als ein Molekiil im
inneren. Das Oberflachenmolekiil hat eine Kraft die ins innere der Fliissigkeit gerichtet
ist. Bei groker werdender Steigtiefe nimmt diese potentielle Energie ab:

F=-VEpy
Epor
[¢] T [ " b=
oio
o o 'a
o o o
o o
v

Abb. 42: Oberflachenmolekiil Energie

Falls die Oberflichenenergie ¢ positiv ist, versucht jede Fliissigkeit bei vorgegebenem
Volumen eine Form mit minimaler Oberfliche einzunehmen. Die Oberfliache ist gespannt
und wirkt dadurch wie eine angespannte Folie (Oberflichenspannung tangential an die
Oberflache).
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L Bei Betrachtung eines Querbiigels
fo—— der eine verstellbare Seite hat, wird
eine Oberflache gespannt die auf
S der Vor- und Riickseite entsteht.
Um den Querbiigel zu verschieben,
muss eine Kraft F angelegt werden.
Es entsteht eine Zugspannung die
tangential zur Oberfliche wirkt:

F_>H N
L LU 0O = — | = —
| / 2L m

) Die Oberflachenvergroferung kann
Abb. 43: Oberflachen- durch die Fliche AA = 2AS'- L be-

spannung

schrieben werden.

Die Arbeit kann nun iiber Kraft mal Weg hergeleitet werden. Auferdem ist die Arbeit
ja durch die Oberflachenenergie definiert:

AW =¢- AA

AW =F - AS =0 -2LAS =0 -AA

Somit ergibt sich, dass die Oberflichenenergie gleich der Zugspannung ist:
o=¢

Die mechanische Analogie, dass eine Oberfliche einer Fliissigkeit gleich ist wie eine an-
gespannte elastische Folie. Bei beiden braucht man eine Kraft um deren Oberfliche zu
vergrofern.

1.5.6 Grenzflichen und Haftspannung

Fliissigkeiten in einem Gefif erzeugen einen Randwinkel. Dieser Randwinkel ist abhin-
gig von den Oberflichenspannungen die tangential zur Grenzfliche entsteht. Durch die
Oberflichenspannung kénnen die Krifte auf dl berechnet werden die im Punkt A (liegt
zwischen Fliissigkeit, Ga und Festkorper) liegen. Da wir hier 3 Grenzflichen haben,
muss es auch 3 Oberflichenspannungen o der unterschiedlichen Phasen geben.

|F| = odl

Auf die Fliissigkeit wirkt die Schwerkraft was dazu fiihrt, das die Oberfliche horizontal
wire. Da aber an den Grenzflichen durch die Oberflichenspannung zusétzliche Krafte
existieren, sind die Rénder der Fliissigkeitsoberfliche die an der Wand koordiniert sind
nicht mehr horizintal. Sie erzeugen einen Randwinkel der abhingig (konkave/konvexe)
von der Oberflichenspannung ist. Die Beriihrungslinie Fliissigkeit-Wand durch den Punkt
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A und damit der Randwinkel ¢ stellen sich so ein, dass die Summe aller Kréfte in A Null

wird
S

Der Randwinkel kann aus der folgenden Bedingung bestimmt werden:

01,3 — 01,2
COSQOZT3
hO1.3
@®
== =
8
@ bl
AL @ Fv i
02,3
G120 @
Yoz

Abb. 44: Oberflachenspannung mit Grenzfliche

Wenn |01 3 — 012| < 023 ist, dann hat der Randwinkel ¢ einen definierten Wert der
sich in zwei Féllen eingliedern 14sst:
Fall 1: Oberflichenspannung 013 > 012 — cosp > 0 — ¢ < 90. Die Fliissigkeit bildet
eine konkave gekriimmte Oberfliche die mit der Wand einen spitzen Randwinkel ¢ bildet.
Beispiel: Wasser - Glas - Luft.
Fall 2: Oberflichenspannung 013 < 012 — cosp < 0 = ¢ > 90. Die Fliissigkeit bildet
eine konvexe gekriimmte Oberfliche die mit der Wand einen stumpfen Randwinkel ¢
bildet. Beispiel: Quecksilber - Glas - Luft.

Falls |03 — 01,2| > 02,3 ist, so kann kein Winkel ¢ erfiillt werden.

1.5.7 Kapillaritat

Der Kapillar Effekt entsteht bei engen Rohren die von einer Fliissigkeit benetzt sind. Da-
bei ist es fiir die Fliissigkeit im Rohr glinstiger, den Kontakt mit der benetzten Fliissigkeit
als mit der Luft einzugehen. Der daraus resultierende Effekt ist, dass die Fliissigkeit inner-
halb der Rohre hoher steigt als der eigentliche Fiillstand des Behéltnisses. Dabei leistet
die Fliissigkeit Arbeit gegen die Schwerkraft.
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Die Kapillaritdt und somit die Steighthe ei-
ner Fliissigkeit kann iiber den Energieauf-
wand berechnet werden:

Wa = mgh

Dies setzt man gleich fiir die W4 Definition
iiber die Flache und der Oberflichenspan-
nung (falls 013 > 01.2):

W4 =mgh =AAc

mgh =A. (01,3 — 01’2)

Wir wissen bereits aus der vorherigen Formel
das (013 — 01,2) = 02,3 cos p ist, also setzen
wir ein:

Abb. 45: Kapillar Effekt pVgh = Aoz zcosp

Das Volumen und die Rohr-/Zylinderfliche kann noch ausgedriickt werden:
prrigh? = 2mrhog 3 cos ¢

Durch umformen auf h wird die Steighohe berechnet:

20 cos
b 0 CoS
pgr

Bei der Kapillardepression ist die enge Roh-
re nicht mit einer Fliissigkeit benetzt. Dies
wirkt sich dann auf die Oberflichenspan-
nung so aus, dass 013 < o012 ist und die
Oberflache konvex gekriimmt ist. Die Formel
zur Berechnung der Sinktiefe der Kapillarde-
pression ist die selbe wie die der Steighthe
des Kapillar Effektes. Der Unterschied hier-
bei liegt allerdings im Winkel ¢ der hierbei
durch den cos einen negative Wert erhilt.

)

o e

o

Abb. 46: Kapillardepressi-
on
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2 Gase

Gase lassen sich beliebig expandieren und bis zu einer gewissen Grenze auch komprimie-
ren. Grund dafiir ist die geringe Dichte. Im Vergleich zu Festkoérpern oder Fliissigkeiten
ist die Dichte von Gasen um 10~2 geringer. Der Molekiilabstand ist dabei um etwa 10
mal grofer. Somit ist die Egy, > Epot.

2.1 Makroskopische Betrachtung

In der makroskopischen Form werden Gase iiber die Thermische Zustandsgleichung defi-
niert:

pV =nRT
e p - Druck
e V - Volumen

n - Molzahl

e R - universelle Gaskonstante
e T - Temperatur

Dabei ist R die die universelle Gaskonstante die einen definierten Wert von 8.314W
hat. In mikroskopischer Form ist folgende Gleichung zu verwenden:

pV = N/{BT

Hierbei wird nicht die Molzahl n und die universelle Gaskonstante R, sondern die Mo-
lekiilzahl N und die Boltzmann Konstante kg verwendet. kp ist ebenfalls definiert mit
1.381- 10727

Wenn n = const ist, dann ist die Molzahl gleichbleibend und das Behé&ltnis geschlossen.
Folglich gibt es 3 Zustandsvariablen p, V,T. Damit kénnen Zusammenh&nge beschrieben
werden, bei denen 2 Zustandsvariablen variieren und die dritte konstant gehalten wird.

34



2.2 Boyle-Mariotte Gesetz

oA Mit dem Gesetz von Boyle-Mariotte konnen
ideale Gase unter isothermen Bedingungen
T = const in einem geschlossenen Behilter
i analysiert werden.
pV =nRT
T
n = const, T’ = const
T
% T3 Daraus folgt das pV = const sein muss, so-
0 v wie das p proportional zu % sein muss. Man
nennt diesen Verlauf (der einer Hyperbel &h-
Abb. 47: Isotherme nelt) Isotherme.

2.3 Kompressabilitdt von Gasen

Ahnlich wie bei Festkorpern kann man fiir Gase die Kompressabilitit mit der allgemeinen

Formel bestimmen.
o LoV
 V \op T

I Durch die Bedingung:
const
pV =const =V =

V:p V
@ kann dann die Gleichung gelost werden:
v const  pV V
p —_——_—— = ——— = — —
NIEIRIEE p P Pt

Eingesetzt in die Formel fiir die Kompressa-
Abb. 48: Kompressabilitat bilitéit ergibt dies:

Gas

Gas ldsst sich also um so leichter komprimieren, je kleiner sein Druck ist.
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Dampfdruck
Po <P

Luftdruck p

:
) Luft

N
UQuecksilber

Abb. 49: Torricelli’sche

2.4 Gesetz von Gay-Lussac

Rohre

v}

P3

P1>P2>P3

b)

T

Abb. 50: 1. Gay-Lussac

Genau wie bei einer Fliissigkeit der Schwere-
druck kann auch bei einem Gas der Gasdruck
bemessen werden. Dies ist der Druck, den die
Atmosphére auf ein Objekt ausiibt. Bei der
Torricelli’schen Rohre iibt das Gas druck auf
das Quecksilber aus. Abhéngig von diesem
Druck wird das Quecksilber nach unten ge-
driickt und die Ah verindert sich.

Ah =2
Pg
P = prggAh

Der Druck ist iiber die Anderung der Ho-
he bestimmbar da dieser proportional zu Ah
ist.

Bei dem erstem Gesetz von Gay-Lussac setzt
man den Druck konstant. Dies entspricht iso-
baren Bedingungen:

pv =nRT

p = const,n = const

Daraus folgt, dass V' direkt proportional zu

T ist:
nlt

p

V = T =const-T
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P
Bei dem zweiten Gesetz von Gay-Lussac

setzt man das Volumen konstant. Dies ent-
spricht isochoren Bedingungen:

pv =nRT

V = const,n = const

Daraus folgt, dass p direkt proportional zu

c) T ist:

nlt
V

p= T =const-T

Abb. 51: 2. Gay-Lussac

2.5 Proportionalitat

Wenn die Temperatur sowie die Molare Masse eines Gas konstant bleibt, dann ist die
Dichte proportional zum Druck:

p:pMmOl, bei T' = const = p o p

Auch dieser Zusammenhang ldsst sich {iber die thermische Zustandsgleichung nachvoll-
ziehen. nachfolgend sind alle Proportionalititen bei spezifischen konstanten Parametern
aufgelistet:

pV =nRT
n = const
T = const p = const V = const
1
b x v VoT poT

2.6 Barometrische Hohenformel

Wir betrachten eine Luftsdule die iiber der Erdoberflache schwebt. Diese Luftsdule hat
eine Grundfliche A und steht auf einer Hohe h. Dabei hat diese Luftsiule selbst eine
gewisse Dicke dh. Uber das 2. Newtonsche Axiom kann dann die Gewichtskraft, abhingig
von der Dicke dh berechnet werden:

dFg = —d(mg) = —gdm = —gpdV = —gpAdh

Der Druck dieser Luftsiule kann dann tiber die Kraft berechnet werden:
dFg
dp = —= = —gpdh
P=—7 gpd

Da nun aber die Kompressabilitdt von Gas viel hoher ist als von Fliissigkeiten wird die
Dichte des Gas abhéingig von dem Druck grofer:

Fliissigkeit: kgering = p(p) = const
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Gas: kgro = p(p) # const

Somit muss die druckabhéngige Erhohung der Dichte des Gases noch beriicksichtigt wer-
den. Wir stellen unter der Annahme, dass 1" = const ist unsere Formel auf:

p:COnSt'pégzzﬁzconst:p:@p
p Po

Po

po und pg entsprechen den Werten bei h = 0. p und p sind die Werte bei beliebiger Hohe
h. Wir kénnen nun die Gleichung fiir p in die Gleichung fiir den Druck bei beliebiger
Hoéhe einsetzen:
Wz—wﬁz—ﬂﬂmm
2

Dies ist eine Differentialgleichung die wir 16sen kdnnen:

d
P _ PO 4an
Po

Durch Integration der beiden Seiten erhalten wir:

Inp= _P gh+C
Po
Mit unseren Anfangswerten fiir A = 0 kdnnen wir nun unser C' berechnen:

Inp(h =0) :—@9-04—0:0
Po
Inp=C=lInpg
Inp=Inpy — @gh
Po

Dies kann noch einmal mittels exp umgeformt werden um p vom In zu 16sen:

mwh>

P =DPpo - €xXp <—
Po

Diese Formel ist die barometrische Hohenformel zur Beschreibung des Luftdruckes bei
einer isothermen Atmosphére (1" = const). Dabei ist zu sehen das der Luftdruck expo-
nentiell mit h abnimmt. Durch die Proportionalitit p o p ist die Gleichung analog zu
verwenden fiir die Dichte abhéngig von der Hohe:

mmh>

P = po - €Xp (-
Pbo
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Ap Po = 1013 hPa
=1 atm

1
dh mg-dfmg) 3 pO I
|
|

A mg i X
h -

m

Abb. 52: Hohenformel Atmosphére

Abb. 53: Hohenformel Diagramm

Die barometrische Héhenformel kann zusétzlich noch in mikroskopischer Form inter-
pretiert werden. Als allgemeine Gleichung haben wir:

pogh>

P =DPpo - €xXp <
Po

In dem Teil p—g steckt implizit die Masse, der Druck und das Volumen. Man kann daher
umschreiben auf: )
LM i SLEinheiten: -
p pV mb
M stellt hier die Masse des Gases in einem Behilter da. Dies kann in die mikroskopische
Form umgeschrieben werden:

M — mN  m

V. NRT kT
m ist hierbei nun die Masse eines einzelnen Molekiils und N ist die gesamte Teilchenmenge
in einem Behilter. Dies kann nun wieder in die barometrische Hohenformel eingesetzt

werden:
P =DPo - exp <—p0gh> = po - exp <_m,m>
Po kyT

Folgend noch einige weitere mikroskopische Zusammenhéange:

N
Molzahl :n = N—A

N R
= T=—RT=N—T = NkT
pV =nR NAR Na b
R = Nk
e n: Molzahl
e N: Teilchenzahl in einem Behélter

e Na: Avogadrozahl - Teilchenzahl in einem Mol: N4 = 6.022 - 1023%
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2.7 Kinetische Gastheorie
2.7.1 Modell des idealen Gases

Das ideale Gas besteht aus Atomen oder Molekiilen die sich wie kleine starre Kugeln
verhalten. Eine Wechselwirkung tritt nur bei Stéfen dieser "Kugelnéduf.

@ Falls der Abstand r > rq ist, so be-
V(r) einflussen sich die Atome in keinster

Weise (es kommt zu keinen Stéfen).
Bei den Stoken die diese Atome
durchfiihren gelten die Energie- und
Impulserhaltung. r ist dabei der in-
r=" teratomare Abstand. Das Wechsel-
wirkungspotential fiir das Modell
mit starren Kugeln ist deshalb:

— - 2r0

r

0 2rg

V(r)=0fiirr>2-7g

Abb. 54: Wechselwirkungspotenti-

V(r)=oc fiirr<2-rg
al

Ein Beispiel fiir ein ideales Gas wire folgendermafsen vorzustellen:
p=1bar, T=273 K, V =1000 L

Ein Mol enthilt N4 = 6.022 - 10%® Molekiile. Uber die mikroskopische thermische Zu-
standsgleichung kann nun berechnet werden, wie viele Teilchen sich in einem bestimmten

Volumen aufthalten:
pV =N k‘bT

Umgeformt auf Teilchenmenge N ergibt dies (Umwandlung auf SI-Einheiten - Bar auf
Pascal und Liter in m?):

_pV _1-10°-1000-107°

=0T = 138 10 B 273 ~ 2656 10*® Teilchen in einem m?

N

Wenn nun das Volumen durch die erhaltene Teilchenanzahl N gerechnet wird, so kommt
man auf den mittleren Abstand in m?:

vV 1000-1073 —26_3 3
¥ = 2656 105 = 3.84 - 102063 = 38.46nm

Dieses Ergebnis ist wurde von m? auf nm?® umgewandelt (1 nm =1-107? m = 1 nm? =
1-1072" m3). Dieser Wert ist nun der mittlere Abstand in Kubik. Um den mittleren
Abstand in einer Dimension zu erhalten muss die dritte Wurzel gezogen werden:

(ry = V/38.46 nm® = 3.375 nm
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Wenn nun gepriift wird, ob sich das Gas wie ein ideales Gas verhélt, kann der Atomra-

dius 7o (bei Helium 0.05 nm) durch den gemittelten mittleren Abstand berechnet werden:

0 0.05 nm

—=-———=00148x1

(ry  3.375 nm
Als Ergebnis erhalten wir einen Faktor, der viel kleiner als 1 ist. Wenn 1 oder mehr
aus dieser Gleichung hervorgeht, dann wiirde es unendlich viele Stéfse geben, da sich
Atomvolumen immer {iberlagern wiirden. Falls jedoch die Zahl viel geringer als 1 ist,
dann treten im Verhéltnis wenige StofRe statt (da weniger Atome in der unmittelbaren
Umgebung sind).

2.7.2 Grundgleichung der kinetischen Gastheorie

Der Druck den ein Gas auf eine Wand ausiibt, wird tiber den Impulsiibertrag der Molekiile
bei den elastischen Stéfken mit der Wand bewirkt.

|
_VX
z l
1 . A
' v
R —a ANE
T T o=
| I:'
Ly A =
:// o Ap =2mv,
VoLl —
’ vV X
) vV, dt vy
/l !
// VX
" Avy=2v,, Avy=0

Abb. 55: Impulsiibertrag  Herlei- .
¢ Abb. 56: Impulsiibertrag
ung
Um den Impulsiibertrag auf die Wand herzuleiten, werden zwei grundlegende Ansétze
benétigt (Impuls wird hier mit blau belegt um Verwirrung zwischen Druck zu vermeiden):
L AF
Druck: p = % Kraft: F' = Tp

Die Molekiile stofen unter unterschiedlichen Winkeln gegefl die Wand. Relevant ist
aber nur die rechtwinklige Komponente in x-Richtung. Uber den Impulserhaltungssatz
kann der Impuls vor und nach dem Stofs herangezogen werden und eine Differenz daraus
gebildet werden:

Ap = mu, — (—mug) = 2mu,

Uber den Impuls kann nun die Kraft berechnet werden, den die Molekiile an die Wand

bewirken.
_dp  Z-2muy,

F=£_
dt dt
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Z stellt die Anzahl der Molekiile dar, die in einer gewissen Zeit dt gegen die Wandfldche
A fliegen.

Z kann iiber das Gasvolumen V in
der sich N Molekiile befinden be-
e rechnet werden. Dabei bewegen sich
A die Hilfte der Molekiile in positi-
e ve und die andere Hélfte in negati-
ve x-Richtung. Da hier die Molekiil-
«—e zahldichte benétigt wird, kann diese

e iiber die Umformung n = % berech-
X net, werden.

1
Abb. 57: Molekiilbewegung Ny = Ng = 5N

Nun muss noch das Volumen V* definiert werden, in dem Molekiile mit einer gewissen
Geschwindigkeit v, und innerhalb einer gewissen Zeit dt auf die Wandfliche A stofsen.

7 =nzV* = nyAdx = ngyAv,dt

dx=v dt

Abb. 58: Volumen V*

Da nun alle Variablen hergeleitet sind, kann in die Kraft-Formel eingesetzt werden:

_ Z - 2mu, _ ng Avgdt - 2muv, = 2mnxv§A = mm)gz:A

F
dt dt

Abschliefsend ist noch zu beachten, dass nicht alle Molekiile mit der selben Geschwindig-
keit v, fliegen, daher wird ein Mittelwert v2 gebildet. Der Druck auf die Wand ldsst sich

nun einfach tiber den Druck p = % errechnen:

- 2
p = mnvz
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Diese Formel ist im Gleichgewichtszustand auch fiir alle anderen Richtungen (x,y,z) gleich
wahrscheinlich (isotrop). Da die Impulsiibertragung in jede Richtung gleich grof sein
muss, gilt:

Sl
ol

— 2 —
_Uy_

Daher kann die Geschwindigkeit auch von dem Betrag der Geschwindigkeit errechnet
werden:

S P
v2:v%+vg—|—v§:>v%:§vz

L —
= —mnv
P=3

Die Mittlere Kinetische Energie eines Molekiils kann hierfiir zusétzlich verwendet werden:

1 — _
Erin = §m112 = mv?2 =2 Ey,

1 = 2
p= §mnv2 =3 Ekin
Wenn nun die Molekiilzahldichte n = % wiederum eingesetzt wird, so kommt man auf

die Grundgleichung der kinetischen Gastheorie:

2 2N —— P —

p= gn'Ekin: gv'Ekm@pV: gN‘Ekin
Experimente haben ergeben, dass p-V bei konstanter Molekiilzahl N nur von der Tempe-
ratur abhiingt. Dementsprechend héngt auch Fy;, von der Temperatur ab. Hierfiir wurde
eine neue Temperaturskala eingefiihrt bei der T' proportional zu Ej;, ist.

1 - 3
Ekin = 57711}2 = §]€bT

Diese eingesetzt in die Grundgleichung der kinetischen Gastheorie ergibt die allgemeine
Gasgleichung (des idealen Gases):

2
pV = gN-gkaépV: NkyT

2.7.3 Gleichverteilungssatz/Aquipartitionstheorem

Da sich jedes Molekiil im dreidimensionalem Raum in drei Raumrichtungen x,y,z bewegen
kann, gibt es 3 Freiheitsgrade der Translationsbewegung. Die Gleichung FEy;, = %ka
bezieht sich daher auf einen Freiheitsgrad. Zusétzlich zu den drei Freiheitsgraden der
Translation kénnen Molekiile auch noch Freiheitsgrade durch Rotation und Schwingung
erhalten. Freiheitsgrade werden mit f geschrieben:

1
Ein = f - §ka
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2.7.4 Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung

Die Geschwindigkeitsverteilung nach Maxwell und Boltzmann ist eine statistische Berech-
nung von wahrscheinlichen Geschwindigkeiten. Dabei entsteht eine Art Glockenkurve. Bei
der Geschwindigkeitsverteilung unterscheidet man zwischen 3 verschiedenen Gréfen:

e Geschwindigkeitskomponente v, (oder vy, v,)

Vg
e Geschwindigkeitsvektor 7= | v,
v,

¢ Geschwindigkeitsbetrag (Skalar) v =, /vZ + v2 + v2

Dementsprechend werden auch drei unterschiedliche Verteilfunktionen verwendet:

Herleitung der Geschwindigkeitskomponente: f(v;)dv, ist die Wahrscheinlichkeit
ein Molekiil zu finden, das eine Geschwindigkeitskomponente v, aus dem Intervall [v,
bis vy + dvg| hat. Fiir die Geschwindigkeitskomponente héingt die Funktion f nur vom
Betrag von v, ab:

f:f(yvac‘)<:>f:f(vi)<:>f:f(€x)
Dabei stellt ¢, die kinetische Energie %mv% da. Die Verteilfunktion hat die Eigenschaft

f(e) = Aexp(—ae) wobei € einer Komponente x,y,z entspricht. Wenn nun ¢ in die Glei-
chung eingesetzt wird, so erhalten wir:

2

F(v2) = Ay exp (—“”;“x)

Hier Stellt A7 und « die entsprechende Konstante dar. Aulerdem ist Ay = Ay = Ag
welche durch die Verteilfunktion abhéngig von v,, und v, entstehen. Der néchste Schritt
ist die Konstanten zu bestimmen. A; kann aus der Normierungsbedingung mithilfe eines
Poisson-Integral hergeleitet werden:

+o00 +o0 Oszz
Normierungsbedingung: / flvg)dv, = Ay - / exp <— x) dv, =1
—00 —0o0 2
+oo
Poisson-Integral :/ exp(—€2)dé = /7
—0oQ

Fiir die Substitution wird folgendes gewahlt:

am am
f— A/ 7%87 df Y. Tdvx

Wenn das Ergebnis des Poisson-Integral nun in die Normierungsbedingung inklusive der
Substitution eingesetzt wird, dann erhalten wir:

[2  [t= [ 2
Ay am/_ exp(—€%)dg = Av [ — /7 =1
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Es wird nun auf A; umgeformt:

Unsere Gleichung ist somit:

2
Fo2) = /S exp (—“”;”ﬂﬂ)

Der néchste Schritt ist es, die Konstante o zu ermitteln. Wir wissen bereits iiber den
Gleichverteilungssatz, dass die Kinetische Energie €, pro Freiheitsgrad gleich sein muss:

+00
<5x> = / 5xf(5x) dv, = %ka

— 0o
oo amy 3 amu? 1
2 2
/_Oo 5 MYy (ﬁ) exp (— 5 x) dvy = §k:bT
Dies aufgelést nach « ist:
1
o = ]{jbiT

Wir setzen nun wieder in die f(v,) Funktion ein und erhalten somit die Verteilfunktion
der Geschwindigkeitskomponente:

1
m 2 mu?
J(va) = <2wka> P (‘2ka>

Analog dazu kann man die Geschwindigkeitskomponente von y und z schreiben.

Herleitung des Geschwindigkeitsvektor: Hier erfolgt die Herleitung im 3-Dimensionalem
Raum. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit f(¥)dv ein Molekiil mit diesem Geschwindig-
keitsvektor ¥ zu finden dessen Komponenten v,,v,,v, in einem bestimmten Intervall
liegen. Dabei ist die Verteilfunktion des Geschwindigkeitsvektor nur das Produkt jeder
Geschwindigkeitskomponente:

f(U)dU = f(vg)dvg - f(vy)dvy - f(v,)dv, = <27:;;T> ’ - exp (—;Z:;) dvgdvydv,
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f
—
dav
v.+dv, [
V__ ............
V 1
v\ Vy+dvy
P
Ve /o S
vy, oo L=

Abb. 59: Geschwindigkeitsvektor

Die Normierung des Integrals mit Grenzen —oo bis 400 ergibt wieder 1, da hierbei
jedes Molekiil mit seiner spezifischen Geschwindigkeit vorkommen muss.

Herleitung des Geschwindigkeitsbetrag: Hierbei ist nicht die Richtung der Vekto-
ren, sonder der Betrag relevant. Wir vereinfachen und stellen und eine Kugel vor, dessen
Kugelschale genau einem Geschwindigkeitsintervall entspricht. Dadurch kénnen wir das
Volumen der Kugelschale in die Fliche mal der Dicke aufteilen (47v?-dv). Das Volumen-
element d = dv, - dvy - dv, kann dann durch (47v? - dv) ersetzt werden:

3
B m 2 9 mv?
f(v)dv = (271-ka> 4dmv® - exp ( kaT> dv

Alternativ kann man die Funktion f(v) fiir den Geschwindigkeitsbetrag auch aus der
Integration tber alle Richtungen des Geschwindigkeitsvektors erhalten (in Kugelkoordi-
naten).

Abb. 60: Geschwindigkeitsbetrag
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2.7.5 Geschwindigkeitsverteilung Analyse

Im Gegensatz zur Verteilung der Geschwindigkeitskomponente ist die Betragsfunktion
unsymmetrisch zu v = 0 und verteilt sich iiber den gesamten positiven Bereich. Aukerdem
ist die Betragsfunktion durch den Faktor v? auch nicht symmetrisch um einen Mittelwert
v verteilt.

_mvg
f(v,)=C-e 2T
A
Jv)
0 v
Abb. 61: Verteilfunktion Betrag 0 -\}z
Abb. 62: Verteilfunktion Kompo-

nente

Zusiatzlich ist die Betragsfunktion f(v) auch keine Wahrscheinlichkeit sondern eine
Wahrscheinlichkeitsdichte. Nur wenn man iiber ein Geschwindigkeitsintervall v; bis v
integriert erhdlt man eine Wahrscheinlichkeit.

N P(vsv+dvy= f(v)dv P(v3v,) = i':f(v)dv
/ :
f(V) Fldche f(V) / J
/ Fldche
vV Vhdy v Vi V2 v

Abb. 63: Verteilfunktion Betrag Wahrscheinlichkeit

Bei der Verteilfunktion fiir den Geschwindigkeitsbetrag gibt es drei Wichtige Geschwin-

digkeiten die sich alle berechnen lassen:

e wahrscheinlichste Geschwindigkeit vy,

e mittlere Geschwindigkeit v
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e mittleres Geschwindigkeitsquadrat v2

A n(v)dv

< |

<Y

v

Abb. 64: Betrag Geschwindigkeiten

Herleitung der wahrscheinlichste Geschwindigkeit v,,: Dies kann analog zur Kur-
vendiskussion iiberlegt werden. Wir wollen das Maximum einer Kurve erhalten, daher
berechnen wir die erste Ableitung (df (v)) und setzen anschliefend Null (Produkt und
Kettenregeln beachten!). Zuletzt muss dann noch auf v umgeformt werden:

3
m 2 mu?
= A? - _
J@) <271'ka> TP < 2ka>

df (v) m o\ 2 8- 6 muv? m 2 dro? - e muv? muv
— . . ex — —_ . . ex —_ R
do ~ \anky1) TP\ Tkt ) T \omker) T TP\ T 2k,T ) Ry

Nun schreiben wir um und kiirzen:

e Y. me
TI'ka kaT wka 2ka kbr

2k, T 2k, T
v =20 sy = b

ka m m

2=

Herleitung der mittleren Geschwindigkeit v: Hierbei muss ein Integral berechnet wer-
den um auf die mittlere Geschwindigkeit zu kommen. Dabei wird die Geschwindigkeit v
zuvor in die Funktion f(v) multipliziert:

3
e’} m bl 0 va
T= - fw)dv = 4x - 3. — d
v /0 v- f(v)dv T (277ka> /0 v exp( 2ka> v

Durch ausrechnen dieses Integrals ergibt sich folgendes fiir die mittlere Geschwindigkeit:

8kpT 2
=" vy

™m /T

<

48



Herleitung der mittleren Geschwindigkeitsquadrates v2: Auch hier muss wieder ein
Integral gelost werden, allerdings wird die Funktion f(v) mit v? multipliziert:

02 = /00 v f(v)dv
0

Dies steckt ebenfalls in der mittleren kinetischen Energie eines Teilchen mit drei Frei-
heitsgraden:

 3kT
_m

1 =5 3
—muv? = kT
2 2

Das Mittlere Geschwindigkeitsquadrat wird oft in einer Wurzel angeschrieben. So wird
es auch in den Diagrammen reprisentiert:

Vol =\ —— =/ 30w
m 2

Der Vergleich aller drei Geschwindigkeiten zeigt, dass diese nicht dem selben Wert ent-
sprechen. v, stellt dabei die maximale Wahrscheinlichkeit einer Geschwindigkeit da, ©
Teilt die gesamte Wahrscheinlichkeitskurve in zwei gleich grofte Teile und \/v:2 reprasen-
tiert die Geschwindigkeit fiir mie mittlere Energie eines Teilchen mit drei Translations-
freiheitsgraden.

Es ist zu sehen, dass die Geschwindigkeitsverteilung stark Temperaturabhéngig ist

n(v)dv

T,= 70K

T,= 280K

\
s
[
[
I
[
(RN
S

1 1l
200 400 600 v [mis]

Vu(T1)

Vi (T2) |

Abb. 65: Verteilung bei Temperaturen

Beispiele fiir Berechnungen von Gasen:

Sauerstoff: M = SQE =32. 10*3ﬂ
kmol mol
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Wir kénnen die Molmasse fiir Sauerstoff umrechnen in das Gewicht m indem mit der
Avogadrozahl dividiert wird:

M 32-1073F Y
. mol

Diese Masse konnen wir nun direkt in die Gleichungen einsetzen und erhalten bei einer
Temperatur von 273K folgende Werte:

Vw =

2T \/2 -1.38-10-23 . 273

m
5.314-10-26 377?

m

. . —23 .
v:\/gka:\/s 1.38-10 273z425@
S

™m m-5314-1026
= 3k T \/ 3.1.38-10-23.273 m
Va2 = = ~ 461 —
° \/ m 5.314- 102 o

Es ist zu sehen, dass v, < 7 < \/v:2 Hierbei ist das Gewicht der Molekiile sowie die
Temperatur ausschlaggebend fiir die Verteilung. Leichtere Gase haben daher eine hdhere
Geschwindigkeitsverteilung. So kann Wasserstoff durch sein geringes Gewicht auch die
Erdanziehung iiberwinden. Deshalb gibt es in der Erdatmosphére praktisch keinen freien
Wasserstoff.

2.7.6 StoBquerschnitt und mittlere freie Weglinge

2.7.7 Transportprozess in Gasen

Gase konnen sich durch unterschiedliche Eigenschaften Verteilen bzw. transportiert wer-
den:

e Makroskopischer Transport: Durch Kraft-Druckdifferenzen entsteht eine Gass-
tromung.

e Massetransport: Wenn keine Druckdifferenz besteht, dann verteilt sich ein Gas
auf Grund seiner statistischen Bewegung. Dies wird auf Diffusion genannt. Die
treibende Kraft dahinter ist die Konzentrationsdifferenz.

e Energietransport: Aufgrund der Warmeleitung welche durch die Temperaturdif-
ferenz entsteht.

e Impulstransport: Der Impulstransport beschéftigt sich mit der Viskositit. Die
Viskositét entsteht dadurch, dass ein Gas unterschiedliche Geschwindigkeiten bei
Stromung hat.
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(na (0), V4) (ng (0), Vo)

O50 ||e s 2 F 9 ¢ Bei der Diffusion wandern Molekii-
=0 .. 0... o 0% 0ty 0t o le einer Sorte A durch ein Gas der
B PRI Sorte B. Dabei kommt es zu einer

A B gleichméfigen Raumlichen Vertei-
@Zeit lung der Konzentration. Obwohl die

mittlere freie Weglénge A nur zwi-

0%0° * 0% %° 40 % 20 schen 10 und 100 nm ist (bei p =1
tem[o, @0 ® "o %00 G 00, o bar), kénnen die Molekiile in kurz-
o, %, i .05 e = °0'° :'°. er Zeit Wege von mehreren Metern

zuriicklegen.
Abb. 66: Diffusion

Konkret gesagt ist die Diffusion der Nettotransport von Teilchen aus einem raumgebiet
héherer Konzentration in ein Gebiet niedrigerer Konzentration. Die Diffusion kann durch
das Ficksche Gesetz erklart werden. Dabei besagt das erste Ficksche Gesetz das die
Teilchenstromdichte j, dem Konzentrationsgefille proportional ist:

dn

P —_D.
Jz dzx

Dabei ist D die Diffusionskonstante (mTQ) Fiir den 3-Dimensionalen Fall kann dann ge-
schrieben werden:
j=-D-Vn

Im ersten Fickschen Gesetz geht man von einem stationéren Fall der Teilchenkonzentra-
tion aus. Das bedeutet, dass die Teilchenmenge konstant bleibt und sich nicht mit der

zeit andert: p
na
—— = const t
- £ f(1)
Falls es kein stationarer Fall ist und sich die Teilchenkonzentration an der Stelle z mit

der Zeit dndert, dann muss das zweite Ficksche Gesetz verwendet werden.

on(x,t) D. 0?n(z,t)

Ot 0z2

Allgemein ist zu sagen, dass Teilchen mit grofser Masse langsamer diffundieren. Dies liegt
an der niedrigeren kinetischen Energie und demnach auch an der langsameren Geschwin-
digkeit.

Die Wéarmeleitfahigkeit A von Gasen kann iiber die folgende Gleichung ermittelt wer-

den: ~
1f-fs-v
12 o

Uber die mittlere freie Weglinge A = % kann umgeformt werden zu:

A=
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3 Stromende Fliissigkeiten und Gase

in der Fluid-Mechanik ist das Auffinden der Stromungsgeschwindigkeit eine zentrale Auf-
gabe. Die Stromungsgeschwindigkeit wird vektoriell als @(r, t) angegeben. Wenn die Stro-
mungsgeschwindigkeit nur von r abhéngig ist, spricht man von stationéren Strémungen
(i(r)). Dabei ist die Geschwindigkeit an jedem Ort zeitlich konstant. Die Stromungs-
geschwindigkeiten sind dabei Tangenten die an den Stromlinien definiert werden. Die-
se Stromlinien kénnen unterschiedlich dicht voneinander gefiihrt werden. Dabei ist die
Stromliniendichte nichts anderes als die Flussdichte: Flussdichte = Menge des Mediums py;

Zeit-Flche
Krifte die auf ein Volumenelement wirken, werden auch als Druckkraft definiert:

Zi,:—ﬁp-AV

Die Schwerkraft Fg beschleunigt das Volumenelement in Richtung der Gravitation und
die Reibungskraft Fr bremst AV ab. Als Vergleich kann man sich die Reibung des
Objektes an der Fliissigkeit vorstellen. Eine Masse wird also durch das zweite Newtonsche
Axiom von diesen drei Kriften definiert:

dua

ﬁ=@+%+ﬁR:Am5:pAVE

Beziiglich der Reibung gibt es zwei Grenzfille:

FR<<FP’FG FR>>Fp Fa

ideale Fliissigkeiten (Strémung von
Luft entlang glatter Tragflachen,
fliissiges He durch Rohre)

zéhe Fliissigkeiten (Honig, Glyze-
rin, Schwerdl durch Rohre)

Reale Fliissigkeiten sind genau zwischen diesen beiden Féllen. Hier wird auch zwischen
Laminaren und Turbulenten Stromungen unterschieden. Bei den laminaren Strémungen
durchmischen sich die Stromlinien nicht, bei turbulenten jedoch schon.

3.1 Euler-Gleichung

Sie Stromungsgeschwindigkeit kann als Ableitung des Weges nach der Zeit verstanden
werden:

dr
dt
Dies kann nun zusétzlich Zeitabhingig sein. Die allgemeine Euler-Gleichung lautet dann:

di =

o ou I v
E—E‘F(U'V)-U—g— P
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3.2 Kontinuitatsgleichung

Wenn eine Fliissigkeit betrachtet wird, die durch ein Rohr mit einem Querschnitt A;
fliefst dann hat die Fliissigkeit eine gewisse Geschwindigkeit. Wenn das Rohr nun aber
eine Stelle hat, an der dieser Querschnitt kleiner oder grofser wird, so muss sich auch die
Geschwindigkeit der Fliissigkeit &ndern um weiterhin die selbe Menge der Fliissigkeit zu
transportieren. Dies kann man als eine Gleichung schreiben welche die Kontinuitatsglei-
chung ergibt:

uz1 Ay

pA UL = pAdugy & — = ——
Uga  Ax

Demnach flieft die Fliissigkeit in einem Engeren Abschnitt des Rohres schneller. Die
Stromdichte j hat demnach den Zusammenhang, dass diese von der Transportierten
Masse und von der Geschwindigkeit abhéngt:

—

j=p-
Die Dichte ist dabei nichts anderes als die Masse die durch das Volumen:

dM

=

Somit kann doe Stromdichte auch umgeschrieben werden:

- R . dM dx dM
Jj=pi=j=

T AV dt  Adt
Die Massenstromstérke berechnet sich dann noch tiber die Querschnittsfliche A:

AM
T—j.A=%2
J dt

3.3 Bernoulli-Gleichung

Wenn ein Querschnitt eines Rohrs betrachtet wird kann auf diese Querschnittsflache eine
Kraft ausgeiibt werden um das Fliissigkeitsvolumen um Az zu verschieben. Gleiches
muss nun im selben Rohr an einer Engeren stelle passieren damit der Durchfluss konstant
bleibt. Dies kann iiber die Arbeit ausgedriickt werden:

AW, = F1 Az = prA1Azy = p1 ANy

AWs = FyAxg = po Ao Axg = pa AVs

Da sich nun die Fliissigkeit in der Engeren Stelle schneller durch das Rohr bewegen muss,
kann die Anderung der potentiellen und Kinetischen Energie berechnet werden:

AEpot = po AV — p1 AVy

1 1
AFEL, = §pAV2u% — §pAV1u%
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Bei idealen Reibungsfreien Fliissigkeiten kann dann definiert werden, dass Ey, + Epot =
const sein muss. Dementsprechend kann die Bernoulli-Gleichung als folgende definiert
werden:

1 1
pLAV; + ipAwa = P AV + ipAVzug

Da Fliissigkeiten nicht komprimierbar sind, kann AV]; = AV, gesetzt werden. Es kiirzt
sich nun heraus:

Ly L
D+ 5P = D2 + JPU2 =Po = const

Die Bedingung um diese Gleichung anwenden zu kénnen ist, dass es eine reibungsfreie,
inkompressible Fliissigkeit, die in einem waagrechten Rohr flieft ist. Falls allerdings eine
Strémung in schriger Hohe berechnet werden soll, so kann E,,; = Amgh = pghAV
herangezogen werden. Dies eingesetzt in die Gleichung ergibt;:

1
p+ pgh + i,ou2 = const

3.4 Stromung einer idealen Fliissigkeit

Wenn eine Kugel von einer idealen Fliissigkeit umstromt wird, so erfihrt diese Kugel
keine Kraft. Grund dafiir ist, dass sich die Druckkraft die auf jeder Kugelseite besteht
gegenseitig aufthebt. Wenn nun aber ein Objekt mit Geschwindigkeit vy in eine Fliissig-
keit, gebracht wird, so entsteht Reibung. Dabei bewegen sich die Fliissigkeitsschichten
relativ zueinander was dazu fiihrt, dass diese auch ihre benachbarten Schichten Rei-
bung erzeugen. In Fliissigkeiten erzeugt dies stdndige Brechung und Wiederherstellung
der Van-der-Waals Bindungen. Im idealen Gas treten Molekiile in die Nachbarschich-
ten ein (Diffusion). Dies fithrt zum Geschwindigkeitsausgleich der Schichten (Bremsung).
Durch diese Reibung muss eine Kraft angelegt werden, um einen Koérper weiterhin mit
up = const zu bewegen. Die Reibung kann mittels des Geschwindigkeitsgradienten be-
rechnet werden:

du

dy
Die Reibungskraft steht dabei immer in die entgegengesetzte Richtung der Bewegung.
Hierbei muss auch immer die Rechtwinklige Komponente der Bewegungsrichtung her-
genommen werden (dy). n beschreibt dabei die Viskositét/dynamische Zahigkeit und A
die Flache des Koérpers. Die Viskositdt von Fliissigkeiten nimmt mit steigender Tempe-
ratur ab, da dann die molekularen Bindungen gegeniiber der Bewegung der Molekiile
an Bedeutung verlieren. Als Beispiel dafiir kénnte man Honig betrachten. Hier nimmt
die Viskositit ebenfalls mit steigender Temperatur ab (er tropft schneller). Die Viskosi-
tdt von Gasen nimmt dagegen mit steigender Temperatur zu, da sie auf der Bewegung
von Molekiilen beruht, welche mit der Temperatur steigt. Die Grenzschicht ist dabei
die Flache, die durch die Reibung betroffen wird. Sie kann sich mit folgender Gleichung

berechnen:
L
p_ 1L
pUo

Dabei ist L die Lange des Objektes das in die Fliissigkeit eingetaucht wird.

Fr=—-nnA-
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3.5 Stokessches Gesetz

Das Stokessches Gesetz wurde experimentell gefunden und ist definiert als die Reibungs-
kraft Fp einer Kugel die in eine Fliissigkeit getaucht wird:

F_}'g = —67T77RK X

Dabei ist Rx der Radius der Kugel. Wenn diese nun in eine Fliissigkeit getaucht wird,
dann stellt sich nach einer zeit eine stationédre Fallgeschwindigkeit ein. Wenn nun alle
Krifte addiert werden, so darf keine Kraft mehr wirken:

Fo+Fa+Fr=0
Dies kann nun auf ug umgeformt werden und man erhélt die Geschwindigkeit der Kugel:
~ 29R*(pk — pri)
uyg =
9
Dabei ist F_:4 die Auftriebskraft die sich iiber die Dichte der Fliissigkeit pp; berechnet.

3.6 Laminare Stromung durch Rohre

Wenn Fliissigkeit durch ein Rohr stromt, dann ist u = u(r). Die Geschwindigkeit ist
also abhingig vom gewihlten Radius. Die Druckkraft kompensiert hierbei wieder die
Reibungskréafte:
F,—Fr=0
Die Druckkraft und die Reibungskraft ergibt sich dann zu:
du
mr? - (p1 — p2) :77'27"7T'L%
du 7 (p1—p2)
dr n2L
Wenn nun der gesamte Ausdruck nach r integriert wird, so ergibt sich:
R
b1 — P2 2 2\ P1 — P2
— dr = (R? —
u(r) 2L /r rdr = ( r?) il

Die Integrationskonstante wird durch die Bedingung u(R) = 0. Es kann nun die Strom-
starke I = ‘%/ durch den gesamten Rohrquerschnitt (0 < r < R) berechnet werden:

_ _(Pl—Pz)/R 2 _ 2 _ TR
I—/Au(r)dA— AL, (R* —1r7) 27rrdr—778L

Es entsteht eine R* Abhingigkeit. Dadurch fiihrt eine Verdopplung des Radius zu einer
16 mal groferen Flussmenge pro Zeiteinheit. Der Stromungsleitwert wird oft getrennt
angeschrieben als G:

4
(p1 — p2)

B TR*
8L
Der Kehrwert davon wird als Stromungswiderstand W bezeichnet:
n8L
T rR?
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3.7 Navier-Stokes Gleichung

Die Navier-Stokes Gleichung stellt eine allgemeine Bewegungsgleichung fiir AV einer
realen viskosen stromenden Fliissigkeit auf:

0
p(at%—ﬁ-V)ﬁ——Vp%—pg”rnAﬁ

In dieser Gleichung steckt ebenfalls die Reibungskraft, Druckkraft und Schwerkraft. Der
linke Teil vor dem &quivalent beschreibt die Bewegung, der rechte Teil die Krifte. Die
Navier-Stokes Gleichung stellt somit eine Differentialgleichung 2. Ordnung dar. Falls eine
ideale Fliissigkeit gewdhlt wird, so wird n = 0 was dazu fiithrt das die Gleichung nur noch
zu einer Differentialgleichung 1. Ordnung wird:

ou Vp
Z i@V d=— £
5 T@V)-u=g P
Dabei ist % ortsfest und (@ - V) beschreibt eine riumliche Anderung von @ bei der

Bewegung ¥ — 7+ dr.

3.8 Magnuseffekt

Wenn Fliissigkeit um ein Hindernis strémt so entsteht Zirkulation und Wirbel. Dabei
handelt es sich um eine laminare Stromung wenn u klein ist. Wenn u > ugpep. ist, dann
kommt es zu Wirbelbildung. Dies ist abhéingig von n und der Geometrie des Korpers.
Im Gebiet um das Wirbelzentrum hat die Fliissigkeit eine Drehung wie ein starrer Kor-
per. Die Rotationsgeschwindigkeit ist dabei linear vom Abstand zum Wirbelzentrum (mit
Radius r) abhéngig (w = const, die Teilchen drehen sich um eine Achse). Der Stromungs-
widerstand ist umso grofer, je grofer der verwirbelte Bereich der Stromung ist.

Wenn ein Zylinder also statisch im Raum steht und er einem Strom ausgesetzt ist, so
gehen die Stromlinien an der Ober- und Unterseite vorbei. Die Stromlinien werden da-
bei gequetscht, dadurch sind diese Enger beisammen (nur beim passieren des Zylinders).
Wenn nun aber der Zylinder eine rotation erhilt, so rotiert auch die Randschicht durch
die Reibungskréfte. Diese Zirkulation bewirkt dann, dass der Zylinder, abhingig von sei-
ner Rotationsrichtung bewegt wird. Dies ist dadurch gegeben, dass die Stromlinien an
der Seite an der die tangentiale Geschwindigkeit der Rotation in die selbe Richtung des
Stromes fliefit, eine Geschwindigkeitserhohung erfahren wodurch diese enger zusammen
liegen. Dadurch ist die Druckkraft auf einer Seite des Zylinders nicht mehr gleich wie auf
der gegeniiberliegenden.
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Abb. 67: Magnuseffekt

4 \Warmelehre

4.1 Warmeenergie

Die Wirmeenergie ist eine thermische Energie die als ungeordnete Bewegung der Atome
oder Molekiile in einem Stoff gespeichert ist. Sie ist zuriickzufiihren auf eine Form der
mechanischen Energie

4.2 Thermische Ausdehnung
Durch eine Temperaturdnderung gibt es eine relative Langendnderung:

AL

Umgeschrieben auf die neue Lange nach Temperaturabhingiger Langendnderung:
L(T)=Lo-(1+«a-AT)

Dabei ist « der lineare Ausdehnungskoeffizient der Materialabhéngig ist. Falls a(7T") nicht
Konstant (also nicht linear) ist, muss der Flachenausdehnungskoeffizient verwendet wer-
den:

a(T) = o + BAT

L(T) = Lo - (1 + agAT + BAT?)

Bei Betrachtung einer Kubischen Ausdehnung muss der Raumausdehnungskoeffizient
~ verwendet werden. Dabei ist aber zu beachten ob der Korper sich isotrop (in alle
Richtungen gleichmifig) oder anisotrop ausdehnt. Isotrop:

V(T)=L(T)? =L} - (1 + aAT)? = Vo - (1 + aAT)3 =V - (1 4 32 AT)

V(T)=V-(1+~vAT) = v = 3«
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Anisotrop:
V(T)=Vo- 1+ a1 AT) - (1 + a0 AT) - (1 + a3 AT)

y=ar+as+a3=V(T)="Vy- (1+~AT)

Bei idealen Gasen ist die Thermische Ausdehnung folgendermafen:
FirV o T (P = const): V(T)=Vo- (1 4+ v - T0)

Firp o T (V = const): p(T) =po - (1 + - Tc)

1
T

Tp =Yoo =7=

4.3 Wirmemenge und innere Energie

Die Richtung des Emnergieflusses ist immer von der warmen zur kalten Substanz. Die
transportierte Energie wird dabei Warme genannt. Warme stellt dabei die molekulare
kinetische Energie da. Wenn Wirme fliefst ist sie die Energie die iibertragen wird. Wenn
die Wiarme dann {ibertragen wurde ist sie keine Warme mehr sondern innere Energie.
Innere Energie ist dabei ein Sammelbegriff fiir alle Energieformen innerhalb einer Sub-
stanz (potentielle Energie, kinetische Energie). Somit enthéalt eine Substanz keine Wirme,
sondern innere Energie.

4.4 Wairmekapazitat und spezifische Wirme

Durch Wérmezufuhr AQ erhélt ein Kérper eine Temperaturerhhung AT. Dadurch wird
die Wirmekapazitat C' definiert:
AQ

C=27

Dabei ist AT vom Material und der Masse abhingig. Es wird dadurch die spezifische
Wirme c (kleines ¢) eingefiihrt:
AQ

m - AT
Die spezifische Warme ist dabei die Warmemenge die notwendig ist, um die Temperatur
von 1 kg einer bestimmten Substanz um AT = 1 K zu erh6hen.

4.5 spezifische Molwdrme und innere Energie idealer Gase

Die spezifische Molwirme ist die Warmemenge die einem mol einer Substanz zugefiihrt
werden muss, um die Temperatur um AT = 1 K zu erhdhen:
A
C= - gT oder AQ = nCAT
Die spezifische Warme eines Gases bei V' = const wird als C,, definiert. Die Innere Energie
eines Idealen Gases ist iiber die kalorische Zustandsgleichung definiert:

U= gNkT
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Umgeschrieben ist dies:

U= gNAka = gRT
Wenn nun Wirme AQ zugefithrt wird, wird die innere Energie um AU = AQ erhdht
(bei V = const):
f f

IpAaT =0, = LR
2 = 2

Dies ist die Molwérme bei V' = const und n = 1. Wenn nun aber nicht das Volumen
sondern der Druck konstant ist, so kann fiir p = const = C, die Gleichung aufgestellt
werden. Dabei Kann man sich einen Geschlossenen Zylinder vorstellen, dem AQ zuge-
fithrt wird. Wenn der Druck p = const bleibt, dann wird die Zugefiihrte Wérme in innere
Energie aber auch in Arbeit umgewandelt. Der Grund warum hier auch Arbeit entsteht
ist, dass durch den konstanten Druck der Zylinder ein neues Volumen einnehmen muss.

AU = AQ = C, - AT =

AQ=AU+W =Cy - AT +p- AV =C, - AT + R- AT = (Cy, + R) - AT

AQ
Cp = AT = Cy+R
1
C, = gRéCp: £R+R: S+ 2R
Das Verhiltnis aus C), und C, wird Adiabatenindex s genannt:

C, f+2
— = — =K
Cy f

4.6 Spezifische Warme fester Kérper

Atome in festen Kérpern kénnen keine Rotation- und keine Translations-Freiheitsgrade
haben. Sie kénnen nur um feste Ruhelage schwingen.

fm'br =3n—6
Die spezifische Molwérme ist daher:
Cy, = 3Nk, = 3R

Bei einer Temperatur von T = 0 gibt es allerdings noch keine Schwingungen da diese
noch nicht angeregt sind. Daher ist C,(0K) = 0. Erst mit steigender Temperatur wird
die Zahl der anregbaren Schwingungen immer grofer. Bei geniigend hohen Temperaturen
sind daher auch alle Schwingungen angeregt und C, nimmt den Grenzwert 3R ein.

4.7 Konvektion

In Fliissigkeiten und Gasen wird Wirme meist durch Konvektion transportiert. Dabei
entstehen Dichteunterschiede durch heiffer und kalter Substanz was zu einer Stromung
fithrt. Dies passiert auch in der Erdatmosphére (Land und Meer bei Tag und Nacht).
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4.8 Wairmeleitung

Durch Wirmeleitung entsteht Energietransport aber kein Massetransport in einem Ma-
terial (Wechselwirkung/Stoke von Atomen/Molekiilen und Elektronen). Dabei entsteht
ein Warmestrom:

_dQ

Codt

In Festkorpern gibt es durch das grofe Schermodul nur Warmeleitung (keine Konvektion).
Wenn ein Korper (z.B. ein Stab) mit Querschnitt ¢ an beiden Enden auf unterschiedlichen
Temperaturen gehalten wird, so stellt sich nach einer Zeit ein stationirer Zustand ein:

dQein _ anus

dt dt

I

Der Temperaturgradient % wird konstant. Die Temperatur nimmt gleichméfig vom wir-

meren zum kélteren Ende hin ab. Durch Querschnitt A des Stabes fliefst pro Zeiteinheit

die Wirmemenge d@Q. Es entsteht ein Warmestrom [ = %:
dQ dr
XN A
dt dx
Stationdrer Fall:
d@r _ dQy
dt dt
Nicht-Stationérer Fall:
dQ1 , dQo
dt dt

Bei einem 1-Dimensionalem Fall fliefst bei z; folgender Wéarmezustrom:

Q1 __, 40T

dt Y or

Der Wiarmeabstrom an x9 ist dann als xo = x1 4+ dx definiert. Bei nichtlinearen Tempe-
ratur Gefille muss eine Taylorentwicklung um x; gemacht werden:

oz :v2_ or ) . 0z2 o

Daher flieflst an x5 folgender Warmeabstrom heraus:

2
ng:_A_A<aT o°T )
di

Die Warmebilanz fiir das Volumenelement dV ist daher:

dQ _dQ: _d@» _, ,OT,  O&T

= = — dv
dt dt dt 0x2 0x2
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Bei Metallen konnen Ladungstriger auch Warme transportieren. Das Gesetz von Wiedemann-

Franz definiert dafiir, dass das Verhéltnis zwischen thermischer Leitfdhigkeit A und elek-

trischer Leitfahigkeit o in einem Metall als nahezu proportional zur Temperatur T ist.

Die Variable a ist dabei die Lorenz-Zahl die als Proportionalitdtskonstante definiert ist
—8V2y.

(a~2.45-10"°47):

A
Z—a.T
g

Fiir den Temperaturausgleich in Festkorpern und in Gasen spielt die Temperaturleit-
fahigkeit (od. Temperaturleitzahl) eine wichtige Rolle. Sie ist folgendermafen definiert:

A
p-c
or X 0*T
ot p-cox?
Fiir Festkorper ist A grofs, da eine stirkere Kopplung zwischen Nachbaratomen besteht.

Fiir Gase ist dafiir p klein. Dadurch gleichen sich in Gasen Temperaturunterschiede ver-
gleichbar schnell aus wie in Festkorpern.

4.9 Die Hauptsitze der Thermodynamik

In der Thermodynamik gibt es extensive und intensive Parameter.

Extensive Parameter sind additiv und sind von der Masse des Gesamtsystems abhén-
gig. Darunter fallen Volumen V', Wiarmekapazitét ¢, Energie U und die Teilchenzahl N.

Intensive Parameter hingegen sind nicht additiv und masseunabhingig. Hier zihlen Pa-
rameter wie Druck p, Temperatur T', Dichte p, Teilchendichte n, spezifische Warme C,,
und Molenergie.

Um die Hauptsétze der Thermodynamik zu definieren, greift man auf zwei grundlegende

externe Gleichungen zuriick. Allgemeine Gasgleichung: pV = nRT = NkT
kalorische Zustandsgleichung: U = %N kKT = %nRT

4.9.1 Arbeit

In der Thermodynamik spielt die verrichtete Arbeit eine wichtige Rolle. In der Klassischen
Mechanik ist die Arbeit folgendermafen definiert:

W:/ﬁ-dg
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Da in der Thermodynamik allerdings der Druck die Kraft beinhaltet, verwendet man
hierbei folgende Herleitung fiir die Arbeit:

W:/Fds:/Z-A-ds:/pdV

Hierbei werden zwei Fille unterschieden:
e Kompression: Die Arbeit, die an einem System verrichtet wird, ist positiv.
e Expansion: Die Arbeit, die vom System verrichtet wird, ist negativ.
Deshalb schreibt man fiir die Arbeit:
dW = —pdV

Essentiell ist, das es Differentiale gibt die nicht vollstédndig sind. Dies sind Differentiale die
ebenfalls von weiteren Parametern abhéngen. Wenn sich Beispielsweise das Volumen und
die Temperatur gleichzeitig dndern, so wiirde man den Druck als p = p(T, V') definieren.
Das Totale Differential d’ driickt man dann folgendermaRen aus:

Op op
dp=(—-—) dT+(=2) d
p (6T)v +<0V>T v

dp = d'pr + d'py

oder

Das bedeutet, dass eine Funktion f die einen Kreisprozess beschreibt folgendermafsen fiir
vollstdndige und unvollstindige Differentiale definiert ist:

fﬁ:o
fwf¢o

Die Arbeit hat demnach die Prozessgrofie:
d’W:FdSZpdV:%d’W#O

Die Arbeit ist dabei ungleich null, da diese von den Zusténden von Weg 1 und Weg 2
abhingt. Der Grund dafiir ist, dass das Integral W = f; pdV die Variable p enthilt und
dieser Druck von V und 7" abhéngig ist. Daher wiirde man dies in korrekter Weise folgend
anschreiben:

1
tvz/pwjmv
2

Im p-V-Diagramm ist die Arbeit also die Fliache unter der Kurve.
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4.9.2 Erwdrmung eines Gases

Wenn berechnet werden will, wie viel sich ein Gas (p, V) von T auf T + dT &ndert, so
greift man auf das Differential der Warme () zuriick. Diese ist wieder ein unvollstdndiges
Differential (d’@Q). Man kann nun zwei unterschiedliche Prozesse untersuchen:

o V =const = dQ, = CydT
e p=const = d'Qy = CpdT

Wir wissen aber, dass Cy # C), ist und daher d'Q # d'Q2 sein kann.

4.9.3 Arten von Systemen

Wir unterscheiden drei Arten von Systemen:

e Abgeschlossenes System: kann mit Umgebung weder Stoff noch Energie austauschen
(Thermoskanne)

o Geschlossenes System: kann mit seiner Umgebung Energie, aber keinen Stoff aus-
tauschen (Luftballon)

e Offenes System: Kann mit seiner Umgebung Energie und Stoff austauschen (Fahr-
radpumpe)

Bei einem nach aufen, vollig abgeschlossenem System wird nach gewisser Zeit ein Gleich-
gewichtszustand erreicht. Dabei definiert man das thermische Gleichgewicht, dass die
Temperatur homogen iiber das System verteilt. Bei einem Glas Wasser wire dass, wenn
die Aufsentemperatur gleich der Temperatur des Systems ist. Aufserdem gibt es ein me-
chanisches Gleichgewicht, welches definiert, dass der Druck innerhalb eines Systems gleich
dem Druck auféerhalb ist.

4.9.4 0. Hauptsatz

Der nullte Hauptsatz der Thermodynamik besagt:

Wenn ein System A sich mit einem System B sowie B sich mit einem System C im ther-
mischen Gleichgewicht befinden, so befindet sich auch A mit C im thermischen Gleich-
gewicht.

Es bedeutet, das Gleichgewicht ist transitiv.

4.9.5 1. Hauptsatz

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besitzt zwei Definitionen:

e Aquivalenzprinzip (Thomson): Wenn eine Menge mechanischer Arbeit aus ther-
mischen Quellen erzeugt bzw. in thermischen Effekten vernichtet wird, so ver-
schwindet bzw. entsteht gleiche Menge Wirme. (z.B. in Warmekraftmaschine: Q1 —

Q2 =W)
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e Planksche Formulierung: Es ist nicht méglich, eine periodisch funktionierende
Maschine zu konstruieren, die Energie aus Nichts erzeugt. (Perpetuum Mobile erster
Art — Wirkungsgrad kann nicht héher als 100%)

Die Definition der Wérmeenergie ist die Energieiibertragung bei konstanten extensiven
Parametern (Volumen V' oder Teilchenzahl N). Die Arbeit ist dabei durch die Energie-
danderung eines Systems bei thermischer Isolierung definiert.

Die mathematische Formulierung des Ersten Hauptsatzes ist durch den Kreisprozess
gegeben. Dabei ist () die dem System zugefiihrte Warme und W die am System verrichte-
te Arbeit. Der Kreisprozess geht dabei iiber infinitesimale Schritte, die bei jedem Schritt
Wirme d'Q zufiihrt und die Arbeit d'WW leistet. gesamte Wirmezufuhr: Q = §d'Q
gesamte Arbeit: W = ¢ d'W
Aus dem Aquivalenzprinzip (1. HS nach Thomson) folgt die Nebenbedingung Q = —W.
Wenn dies nun mit den unvollstindigen Differentialen vervollstdndigt wird, so ergibt sich:

fd@:—fMV:fEQ+fJW=0$f@@+wWﬁﬂ

genau so ist die makroskopische Definition der inneren Energie definiert:
dU:d’Q+d'W:>?§dU=0

Dabei stellt dU nun ein vollstdndiges Differential da und U wird zu einer Zustandsfunk-
tion. Die Interpretation dazu steckt im Energieerhaltungssatz: Die Summe der einem
System von aufen zugefithrten Wérme d’'Q und der am System geleistete Arbeit d'W ist
gleich der Zunahme seiner inneren Energie dU. Da U nun eine Zustandsgrofe ist, ist es
zusitzlich wegunabhingig. Der Erste Hauptsatz kann nun mit der Definition von d'W
iiber das Integral des Druckes p nach dem Volumen V' ausgedriickt werden:

dU = d'Q — pdV

Mit dieser Gleichung des ersten Hauptsatzes kénnen nun alle 4 speziellen Prozesse defi-
niert werden. Die Prozesse dabei sind:

e isochore Prozesse (V = const)

e isobare Prozesse (p = const)

e isotherme Volumen#nderung (1" = const)
e Adiabatische Prozesse (d'Q = 0)

Isochore Prozesse (V = const, dV = 0): Die Warme wird vollstindig zur Erhéhung
der Temperatur T" verbraucht. Der Druck p steigt dabei.

(dU)y =d'Q = CydT
oU
Cv= (aT>v
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isobare Prozesse (p = const, dp = 0): Hierfiir wird eine neue extensive Zustandsfunk-
tion (Enthalpie H) definiert:
H=U+pV

dH = dU + pdV + Vdp

Wir nehmen nun wieder die Gleichung des ersten Hauptsatzes dU = d'Q — pdV her und
setzen diese fiir dU ein:

dH = dU + pdV + Vdp = dH = d'Q + Vdp

Da es sich um einen isobaren Prozess handelt und somit dp = 0 ist, kdnnen wir die
Gleichung fiir die Enthalpie H vervollstdndigen:

dH =d'Q+Vdp=dH,=d'Q
Der erste Hauptsatz kann also nun auch als Enthalpie geschrieben werden:
dH = d'Q+ Vdp

isotherme Volumeniinderung (7' = const, dI' = 0): Wenn die Temperatur konstant
bleibt, so muss auch die innere Energie konstant bleiben. Dies schliefst sich aus der kalo-
rischen Zustandsgleichung fiir ideale Gase:

U= gnRT = U(T) = (dU)p =0

Da U von der Temperatur T abhingt, muss U also ebenfalls zu null werden: Der erste
Hauptsatz besagt daher:

dU=d'Q+dW =0=dQ=—dW

Die Volumenarbeit wandelt sich vollstindig in Warme um und Wérme wandelt sich
vollstdndig in Arbeit um. Dies gilt nur fiir ideale Gase. Der Isotherme Prozess erzeugt
also Arbeit. Hierfiir wird das p mittels der Thermischen Gasgleichung des idealen Gas
eingesetzt:

va V2 qv % 1%
AW:—AQ:—/ pdV:—nRT/ = -nRT-In-2 =nRT-ln—
W Vi Vi Va

Wi

AW =nRT -In —

n HV2

Durch das Gesetz vom Boyle-Mariotte welches besagt, dass V' o % ist, kann V' durch
p ersetzt werden. Dies geschieht unter der Annahme, dass pV = const sein muss da
ebenfalls T konstant ist:

AW =nRT - lnp—2
b1
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Adiabatische Prozesse (d'Q = 0): Bei den adiabatischen Prozessen gibt es keinen
Wirmeaustausch mit der Umgebung, somit ist d'Q = 0. Uber den ersten Hauptsatz
kann nun Hergeleitet werden:

dU =d'Q+ dW = dU = dW

Wir wissen bereits, dass dU = CydT ist, sowie das d'W = —pdV ist. Daher schreiben
wir nun an:

dU = Cydl = —pdV
Aus der idealen Gasgleichung kénnen wir nun wieder p ausdriicken und einsetzen:

T
CydT = —pdV = —%dv

Es erfolgt nun die Trennung der Variablen mit anschlieffendem Integrieren beider Seiten:

dT dVv
CV? = —nR7 = CV -InT = -—nR-InV

Durch finale Umformungsschritte und auflésen des Logarithmus mittels e Funktion folgt:
nR
TV v = const
Es wird nun der Adiabatenindex fiir ideale Gase eingefiihrt:
Cp .
k= —— = fir iG: C, — Cy = nR
Cy

Cp—Cy
TV O = const = TV" ! = const

Dies kann auch mittels T = % geschrieben werden:
pV"™ = const

Die Adiabatische Arbeit kann nun also iiber pV und iiber 7" ausgedriickt werden:

1
AWqq = m(mvz - plvl)

nRk

AWog = 1 (Th — Ty)

Bei einer Adiabatischen Zustandsénderung dndern sich alle drei Parameter p, V und T.
Fiir die Temperaturdnderung bei adiabatischer Kompression kann dann folgende Formel
angewendet werden:

TV ! = const = TpVy— ! =TV !
Dabei entspricht © = {2, (

3-atomig-nicht-starr: f — 7)

l-atomig: f = 3, 2-atomig: {f = 5, 3-atomig-starr: { = 6,
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4.9.6 2. Hauptsatz

Der zweite Hauptsatz hat mehrere Definitionen:

e Thomson: Es ist unmoglich eine periodisch wirkende Maschine zu konstruieren, die
nichts anderes bewirkt, als die Umwandlung von Warme in Arbeit. (Unméglichkeit
eines perpetuum mobile 2. Art)

e Clausius: Es ist unmoglich, dass Warme von selbst (d.h. in einem abgeschlossenen
System) aus einem kélteren auf einen heifseren Korper iibergeht.

Diese beiden Definitionen sind Aquivalente Formulierungen. Falls eine der beiden zutrifft,
trifft die andere ebenfalls zu. Die Kernaussage dabei ist, dass die Warme Qp aus einem
Wiérmereservoir nicht vollstédndig (zu 100%) in Arbeit W umgewandelt werden kann. Die
Energie Qg wird vom Wirmereservoir bei einer hohen Temperatur Ty an eine Arbeits-
substanz iibertragen. Diese Energie wird dann von dieser Arbeitssubstanz als Warme Q n
an ein Reservoir mit niedrigerer Temperatur Ty iibertragen. Bei diesem Vorgang erzeugt
die Maschine Arbeit:

4

= w

Abb. 68: normale Warmekraftmaschine

4.9.7 Carnotsche Kreisprozess

Der Carnotsche Kreisprozess beschreibt diesen Vorgang im Detail. Hierbei wird Wérme
in mechanische Arbeit umgewandelt. Dabei durchlauft das Thermodynamische-System
verschiedene Zusténde und kehrt zu seinem Anfangszustand zuriick (= Kreisprozess). Der
Carnot-Kreisprozess hat vier Stufen und besteht aus zwei Isothermen und zwei Adiaba-
ten.
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Abb. 69: Carnot-Kreisprozess

Der isotherme Prozess hat hierbei die Bedingung, dass T' = const. Aus den zuvor her-
geleiteten Formeln fiir isotherme Prozesse kann dann die Arbeit oder die Wérmeenergie

berechnet werden: V1
AW = —-AQ =nRTIn —
@ =nRTh g

Genau so kann der adiabatische Prozess aufgestellt werden. Hierbei ist A’Q = 0. Als

Formel fiir die Arbeit entspricht dies:
nR

k—1

AWgq = (T2 - Tl)

Im p-V Diagramm entspricht die Arbeit der Flache unter der Prozesslinie. So kénnen also
alle Schritte des Prozesses aufgestellt werden und dann voneinander abgezogen werden
um nur die Fliche zu erhalten:

3 1
AW 93 :IPdV AWy, :_JPdV AW, :§PdV
1 3

1 1

F'S

A 4

> >
14 »

Vv Vv \

Abb. 70: Carnot-Kreisprozess Arbeit

Uber die Isotherme kénnen schlieklich die Carnotsche Proportionen aufgestellt werden.
Dabei geht man von der Warmeenergie des Isothermen Prozesses aus:

Ang == nRT1 In E
Vi
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Hierbei wird T auf eine Seite gebracht. Anschliefend kann die selbe Gleichung fiir Qsq4
aufgestellt werden:

AQ12 Va
— nRIn -2

T nRIn "
AQszy V3
T2 = nR ln V4

Diese beiden Therme kénnen addiert werden, so dass sie sich auf null ergdnzen. Durch
Umformung erhélt man dann die Carnotsche Proportion:

A A
Q12 " Q34 _0
T, T,
[AQu2| _ |AQs4| o AQu D
T T AQ12 ial
Der Wirkungsgrad der Wiarmekraftmaschine kann somit ebenfalls berechnet werden.
Dabei ist der Wirkungsgrad n = %:
_ AQi2 - AQy
AQ12

Es ist zu beachten, dass nicht die gesamte Wirme Q12 in Arbeit umgewandelt wird. Nur
ein Teil AW, weshalb 1 < 1 sein muss. Die restliche Warme wird bei AQ34 als Abwirme
an ein Kiihlreservoir abgegeben.

EiEe 0

Al

|
Jl |
fait
|| N - 40|40,
A0;, @
( T \I

Abb. 71: Wirkungsgrad WKM

Der Wirkungsgrad kann auch noch iiber die Temperatur definiert werden:

_AW] _ [AW + AW AQue +4Qs _ AQu T

AQn2 AQq2 AQq2 AQh2 T
Diese Umwandlung erfolgt {iber die Carnotsche Proportionen. Der Wirkungsgrad hingt
also nur von der Temperatur der beiden Wéarmereservoire ab. Um den Wirkungsgrad

Ui
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allgemein zu erhohen, kann einfach eine hohe Temperaturdifferenz wie man anhand der
Gleichung:
T - T I
n= =1-
T ial
sehen kann, gewihlt werden (7} moglichst hoch, T, moglichst niedrig).

Die Carnotsche Wirmekraftmaschine ist reversibel. Das bedeutet, in jedem Moment
kann die Maschine angehalten und mit Umkehrung der Vorgénge neu gestartet werden.
Wenn die Wiarmekraftmaschine umgekehrt wurde, dann arbeitet diese als Warmepumpe
(Arbeit wird reingesteckt um mit einer Kélteren Substanz Wiarme zu transportieren).

Eine isolierte WKM kommt zum Stillstand, da die Temperaturdifferenz T3 — T zu
null wird (thermisches Gleichgewicht). Um diese WKM aufrecht zu halten, kann in dem
abgeschlossenem System eine Warmepumpe hinzugefiigt werden. Dabei ist allerdings
zu beachten, dass beide Maschinen den selben Wirkungsgrad aufweisen, da diese beide
reversibel sind. Dies wiirde ansonsten mit dem Prinzip von Clausius in Widerspruch
stehen. Nur bei irreversiblen Kraftmaschinen wiirde der Wirkungsgrad kleiner sein als
fiir den Wirkungsgrad von Carnot Kreisprozessen.

4.9.8 Entropie

Die Entropie spielt bei Kreisprozessen eine wichtige Rolle. Sie wird iiber die Carnotsche
Proportion hergeleitet. Dabei kann ein Prozess der im isothermen Zustand ist iiber die
Anderung der Wirmeenergie abhiingig von der Temperatur beschrieben werden:

A A
Q12 i Q34

=0
Th b

Dies wiirde einen Kreisprozess darstellen. Wir wissen, dass das Ergebnis immer null
sein muss. Nun kann ein infinitesimaler Kreisprozess betrachtet werden, der mit gleicher
Formel aufgestellt werden kann:

d' Q12 n d' Q34 _

0
Ty 15

In Anbetracht dieser Aussage, kann der gesamte Kreisprozess als Kreisintegral dargestellt

werden: 70
7{ 7

Zu diesem totalem Differential existiert eine Zustandsgrofe die ebenfalls ein totales Dif-
ferential ist: '
d QT’QU

T

Dies ist die Entropie die nun auch als ¢ dS = 0 geschrieben werden kann.
Uber die Entropie kann nun der Erste Hauptsatz erneut umgeschrieben werden. Die
Entropie ist definiert als:

s =

as -
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Wenn nun d’'Q iiber Umformung zu T'dS geschrieben wird, so kann der erste Hauptsatz
neu definiert werden:

AU =d'Q+dW =d'Q — pdV = TdS — pdV

Dies beschreibt nun die Fundamentalgleichung fiir reversible Prozesse.
Nun kann die Anderung der Entropie fiir reversible Prozesse durch die Fundamental-
gleichung beschrieben werden. Wir formen auf dS um:

AU + pdV
N T

ds

Durch einsetzen von dU = CypdT und p = % bei einem Mol kann nun umgeschrieben
werden auf:

CodT + ELgy T
T T 1%

Durch integration erhalten wir nun die Anderung der Entropie fiir reversible Prozesse:

as

i) Va
AS=Cy-In—=+4+R-In—
v 11 Tl + n Vi
Dadurch kann das T-S Diagramm geschrieben werden, welches die Aufnahme/Abgabe
von Wirme darstellt. Dabei ist die gelbe Flache AQges und entspricht der gleichen roten
Flache AW des p-V Diagramms:

T Qu
pAd AQy , I P

Isotherme e —_— -—g TH
Adiabate g |dO=0 dQ=0

_ 5 —_— -

)] = 4 "_; — Ty

Ox
¥ Entropie § S

Abb. 72: Arbeitsdiagramm, Wiarmediagramm

Konkret beschreibt die Entropie die Unordnung innerhalb eines Systems. Dabei ist bei
reversiblen Prozessen die Entropie immer dS = 0 da hier das System wieder zu seiner
Ausgangslage kommt. Hingegen zur irreversiblen Prozessen bei denen die Entropie immer
zunehmen muss und somit dS > 0 ist. Daher muss bei allen Prozessen in abgeschlosse-
nen Systemen die Entropie zunehmen oder konstant bleiben. Somit ergibt sich auch die
Formulierung des 2. Hauptsatzes liber die Entropie:

AS >0
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Die Entropie kann auch mittels statistischer Deutung verstanden werden. Dabei wird
versucht ein Molekiil in einem Volumen V; zu finden. Durch die Expansion dieses Volu-
mens sinkt die Wahrscheinlichkeit dieses Molekiil aufzusuchen. Ludwig Boltzmann hat
hierfiir die Absolute Entropie definiert:

S=k,-InW

Dabei entspricht W der Mikrozustdnde die es geben kann.

4.9.9 3. Hauptsatz

Die Entropie ist nur bis auf die willkiirliche Konstante Sy festgelegt:
dqQ TdqQ
ds = — = -

Sp ist dabei die Entropie bei T = 0. Der 3. Hauptsatz besagt, dass die Entropie aller
reinen kondensierten Stoffe fiir 7' — 0 dem selben Grenzwert 0 zustreben muss:

lim S(T) =0
T—0

Die statistische Deutung des 3. Hauptsatzes sagt folgendes aus:
S=kplnW

Dadurch kann folgende Aussage getroffen werden: Der thermodynamische Gleichgewichts-
zustand am absoluten Nullpunkt ist ein Zustand der maximalen Ordnung, der nur eine
Realisierungsmoglichkeit W = 1 hat. Der 3. Hauptsatz besagt nun: Es ist prinzipiell
unmoglich, den absoluten Temperaturnullpunkt zu erreichen. Man kann ihm zwar néher
kommen, aber ihn niemals erreichen.

4.10 Gibbssche Phasenregel

Allgemein gibt es die drei Aggregatzustinde gasformig, fliissig und fest. Dabei gibt die
Gibbssche Phasenregel an, wie viele Zustandsvariablen f unabhangig (willkiirlich) vari-
iert werden kénnen, ohne die Zahl der koexistierenden Phasen zu dndern. f ist dabei der
thermodynamische Freiheitsgrad und als intensiver Parameter (wie Druck und Tempe-
ratur) definiert.

4.11 Thermodynamik realer Gase

Ideale Gase vernachldssigen die Wechselwirkungen und das Volumen. Bei realen Gasen
jedoch gibt es Anziehungs-, Abstofungskrifte und Molekiilvolumen. Die ideale Gasglei-
chung kommt realen Gasen am néchsten bei kleinen Driicken und hohen Temperaturen.
Uber die Van-der-Waals Gleichung kénnen reale Gase angenihert werden.
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4.12 Van-der-Waalsche Zustandsgleichung

Zuerst wird versucht eine Korrektur an dem Volumen V einzurdumen. Dabei beriick-
sichtigt man das nicht-zugéngliche Volumen eines Atoms. Konkret bedeutet das, dass
zwei Atome sich nicht ndher kommen kénnen als 2 - r da diese sonst mit ihrem Volumen
iiberlappen wiirden. Als Volumen betrachtet ergibt dies:

4 . 4
Voert = §7r(27“)3 = 3T 83 = 8V,

Fiir N Teilchen in einem System kann man dieses Volumen als folgendes bestimmen:
V=V —-4NV, =V —-b

Dabei muss N > 1 sein.

Die néchste Korrektur wird am Druck vorgenommen. Da sich im inneren die resultie-
rende Krifte aufheben kénnen diese ignoriert werden. Wenn nun allerdings das Gas an
einer Grenzfliche mit Fliissigkeit oder einem Festkorper ist, dann treten Binnenkrifte
F4 auf. Dabei ist die Binnenkraft proportional zu der Dichte der anziehenden Atome in
der Halbkugel und der Dichte der Atome in der Festkorpernahen Schicht:
N N 1
Fpodt = — x—
ATV IV T e
Der Binnendruck wirkt mit pp = 77 zuséitzlich zum &uberen Druck p. Dabei ist a eine
Materialkonstante die abhéngig von der individuellen Wechselwirkung ist.

Mit diesen beiden Korrekturen kann die Van-der-Waals Gleichung als folgende geschrie-

ben werden (fiir 1 Mol):
a
<p+ V2> (Vi —b) = RT
M

Dabei ist b das 4-Fache Eigenvolumen 4N 4V,. Die Bestimmung von beiden Konstanten
a und b muss empirisch erfolgen und kann nicht hergeleitet werden. Die Konstante b
variiert dabei nur wenig und hélt sich im Bereich um den Faktor 2 auf. a Hingegen
variiert sehr stark um einen Faktor von etwa 150. Die Van-der-Waals Gleichung weifst
einen Kubischen Charakter in Bezug auf V auf und kann daher maximal in drei Punkten
beschrieben werden wenn eine Parallele zur V-Achse gezogen wird. Die Kurve die dadurch
entsteht wird oft Van-der-Waals isotherme genannt. Aus der Van-der-Waals Gleichung
kénnen Kritische Parameter definiert werden. So definiert man die kritische Temperatur,
Druck und Volumen folgendermafen:

8a

= 57rp
_a

Pr = ﬁ
Vi, = 3b
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Der Quotient aller Gase sollte dementsprechend auch gleich sein:

Vi a-3b-27TRb 3

_ _ — 20375
T RT, 270°-R-8a 8

Die Kalorische Zustandsgleichung ergibt sich dann auch nach Van-der-Waals zu:

E ) = — = —

1% 1%
a a
Epot = /OO PBmdV = /OO v =2

Dabei ist Fy, ident wie bei idealen Gasen, wobei Ep, bei idealen Gasen 0 wére. Die
Kalorische Zustandsgleichung fiir Van-der-Waalssches Gas ergibt sich dann zu:

Ipr_ @

U:Ekin'i_Epot:E Vv
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