1 Bspl7 Gibbs Paradoxon

Bei Verwendung der richtigen Entropie mit dem Faktor 1/N! (Sackur-Tetrode-
Gleichung) erhélt man eine verschwindende Entropieanderung:

—-> S_sack(E,V,n):—k*n*(log(V /n*(4*%pi*m*E/(3*n*h" 2))" (3/2))+5/2);
V (4rmE\?) 5
S _sack(E,V,n):=kn <log (n( ah2 ) > + 2) (% ol)
- S_sack(2*E,2*V,2*n)-2*S _sack(E,V,n);
0 (% 02)

Vernachlissigt man den 1/N! Faktor bei der Sackur-Tetrode-Gleichung, erhélt
man das von Hand berechnete Ergebnis:

- S_sack falsch(E,V,n):= k*(n*log(n)-n)+"S_sack(E,V,n);

S_sack falsch (E,V ,n):=k (nlog(n)-n)+S_sack (E,V,n) (% 06)

- S_sack falsch(2*E,2*V,2*n)-2*S sack falsch(E,V n);
griv(Em)t) 5
k (2nlog(2n)-2n)-2 | k (nlog(n)-n)+k |log | ——2"— |+ | n | +2k
(2nlog (2n)-2n) (nlog(n)-n) A rrrem 5
(% o7)
—-> ratsimp(%);
2knlog (2n) - 2knlog (n) (% 08)
—-> radcan(%);
2log (2)kn (% 09)
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Statistische Physik I

18. E-Ink

Wir betrachten eine e-Ink Anzeige bestehend aus N kleinen Kugeln. Eine Halfte jeder
Kugel ist schwarz, die andere weif}. Jede Kugel sei ein unverschiebbarer aber frei dreh-
barer elektrischer Dipol mit Dipolmoment doq:’n in einem externen elektrischen Feld EyZ.
Wir nehmen an, dass die Hamiltonfunktion nur von den Richtungsvektoren der Dipole cf’n
abhangt:

N
H(q)=—FEodo »_ Z-¢y  mit ¢=(qi,...,qn) und |G| = 1.
n=1

Die Abhéngigkeit von den Drehimpulsen vernachléssigen wir, da wir nur an konfigurati-
onsabhéngigen Erwartungswerten A(g) interessiert sind.

(a) Zeige, dass die kanonische Zustandssumme iiber den Konfigurationsraum gegeben ist
durch

2(6,E0,N) = [ 8% T[ 8 (] - 1) exp{—BH (@)} —

n=1

(471' Slnh(BEOdo))
BEodo

Warum fehlt der Faktor 1/N! in der Zustandssumme? h sei 1.

(b) Um einen beliebigen konfigurationsabédngigen Ensemble-Erwartungswert

4= 75 /d?’NqHqu\—l Alg) exp{-PH(@)}

zu berechnen, kénnen wir eine parametrisierte Hamiltonfunktion einfithren H)(q) =
H(q) + AA(g) mit dem frei wihlbaren Parameter \. Zeige, dass der Erwartungswert
(A) dann mit Hilfe der A-parametrisierten Zustandssumme Z,(8, Ep, V) fiir diese
Hamiltonfunktion durch

aF)\ (67 EOv N)
(ay = SAEZ0T)
o\ A=0
mit F\ = —3~!log Z) gefunden werden kann.

(c) Benutze die Methode aus (b) um den Erwartungswert der durchschnittlichen Aus-
richtung in z-Richtung, (z), mit 2(¢) = >, Z (f’n/N zu finden, der angibt, wie schwarz
oder weiB die Pixel wirklich sind, wenn sie mit der elektrischen Feldstéirke +Fy ange-
steuert werden. Zeige (z) = coth (3Eody) — (BEodo)~! und skizziere (z) als Funktion
von BEodo.
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N
2(8.80.8) = [ @ T[] 6. 1) exp{~3H ()}

n=1

T r2m rl N
= / / / dfdpdr sin 0 > H 0 (r—1) exp{B8Eodycosb}
o Jo Jo fogiec]

N 4 dcosf

= H 27r/ dfsin 0 exp{BEydycosb} | df = —
sin 6

= H 27‘(‘/ d cos 0 exp{ BEody cos 0}

n=1 -

N N .
_ H exp{BEody cos 9} _ H 27r2s1nh(5E0d0)

i BEody L al BEody
B (47T81Hh BEodg))

B Eodo

Der Faktor N! fehlt, weil die einzelnen Teilchen einen fixen Platz haben und dadurch nicht
permutiert werden konnen.

(b)

lalog Z)\(BaEOvN)
3 B

11 8ZA(B7E07N)

AN 1))

(A) = -

A=0 A=0

_ 11 0 (/dqu ﬂ 5(|q—»n’ _ 1) e—ﬁ(H(q)"r)\A(Q)))
BZ)\ o\ el

/d“Nq H 5 (1G] — 1) e PH@HA@D)(_54(g))

A=0

A=0

N m/dSNq H 5(’§n| - 1) A(g) Q*BH(Q) — <A>
) , e

(c) Zuerst schreiben wir unsere Hamiltonfunktion an: Hy = (—Eodo+ ) S04 Z-@,. Mit dem
Ergebnis aus a) konnen wir gleich die Zustandssumme schreiben und ableiten:

(z) = _éaa)\log [47rsinh(/3 (EOdOA_ ]i\[))] N
b (Eodo - N)

= _];('98)\ (log(47r) + log (sinh(ﬁ (Eodo — ;}))) —log(p (Eodo - ;})))

N (cosh(ﬁ (Eodo — %))‘W’B - %ﬁ )

0\ sinn(8 (Bodo— 2 ) 8 (Eodo— %)
1

BEody

A=0

A=0

A=0

= COth(,@Eon) —
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Abb. 1: Ausrichtung



Wir betrachten N = 4 ununterscheidbare magnetische Kugeln auf V' = 4 Feldern. Die Position der n-ten
Kugel sei vollstindig durch die Angabe der Feldnummer ¢, € {1, ...,4} bestimmt und wir vernachléssigen
deren Impulsbeitrage. Bis zu 4 Kugeln konnen jedoch das gleiche Feld besetzten und einen magnetisch
verbundenen Cluster bilden. Jedes verbundene Paar von Kugeln hat die Bindungsenergie U. Die Hamilton-
funktion ist diskret und lautet

N-1 N

H(@)=-U> > 64, mit ¢=(q,..qv),qv €1,...V

n=1 m=n+1
und dem Kronecker-Delta d;; = 1 fiir ¢ = j und 0 sonst.

(a) Skizziere alle 5 Moglichkeiten, die Kugeln in Cluster einzuteilen und finde zu jeder davon die Anzahl
der moglichen Anordnungen, diese Cluster von Kugeln auf die Felder zu verteilen.

(b) Werte die Hamiltonfunktion fiir jede der 5 Moglichkeiten aus und zeige damit, dass die kanonische
Zustandssumme iiber den Konfigurationsraum als Funktion von ¢ = BU gegeben ist durch 4e% +
12€3¢ + 6e2¢ + 12¢* + 1.

(¢) Zeige, dass der Erwartungswert der Anzahl an besetzten Feldern (B) mit

N

B(g) = V*Z (1 — dig,.)

i=1n=

—

gegeben ist durch (4e5¢ +24e3¢ +12e2¢ +36¢5 +4)/Z(£). Skizziere die Funktion und finde den Grenzwert
verschwindender magnetischer Bindung U — 0.

(a)

Wir kénnen einfach die folgenden Konfigurationen finden.

Konfigurationen Permutationsanzahl a;
(1) (3)2(00340):1
(2) G)(?) :(0041121) =12
(3) (3)@) :(01312) =12
(4) (§)=(10303)=4
(5) (3):(00§02):6

Die Anzahl der dazugehorigen Permutation ergibt sich durch Auswahl der leeren Felder und anschlieender
Auswahl der von den anderen unterscheidbar befiillten Feldern. Alternativ kann man auch den Multinominal-
koeffizienten verwenden, dieser stellt die Verallgemeinerung des Binomialkoeffizienten dar und funktioniert wie
folgt:

m

n n!
= it ki = n.
<k1 ko ... km) A D ki=n

i=1
Hierbei spiegelt jedes k; eine unterscheidbare Klasse wider - in unserem Fall die Anzahl der Boxen mit einer

definierten Anzahl an in ihr befindlichen Kugeln, wobei k; jene Anzahl an Boxen widerspiegelt, welche 4 Kugeln
beherbergen, ko jene mit 3 Kugeln und k4 jene Anzahl an Boxen, welche unbesetzt bleiben.

(b)

Einfaches Auswerten der Hamiton Funktion fiihrt uns fiir die jeweilige Konfiguration zu folgenden Werten.



Konfiguration | H;
(1) 0
(2) -U
(3) —3U
(4) —6U
(5) —2U

Dies fiihrt, unter Verwendung der Formel fiir die diskrete kanonische Zustandssumme, der Beriicksichtigung
der Permutationsanzahl a;, welche einem Entartungsgrad entspricht, fiir die jeweilige Konfiguration und der
Substitution & = U, zum geforderten Ausdruck.

Z = Z = q;e PP

= 16" + 1268V 4+ 1263PV 4 458U 1 628V
= 458 4+ 123 + 6e%¢ 4 12¢5 + 1

(c)

Um uns den Erwartungswert der besetzten Felder auszurechnen, miissen wir entweder die in der Angabe ge-
gebene Formel fiir die Anzahl der besetzten Felder fiir jede Konfiguration anwenden, oder wir zdhlen einfach
anhand der Skizze in Unterpunkt (a) ab.

Konfiguration | B;(q)

(1)
2
3
4

5

4
(2) 3
3) 2
(4) 1
(5) 2

Nun kénnen wir den Erwartungswert, unter Verwendung der Formel fiir diskrete Groflen fiir kanonische En-
sembles, sowie Beriicksichtigung der Permutationsanzahl a; fiir die einzelnen Konfigurationen, berechnen und
durch abermaliges Anwenden der Substitution £ = SU, zum gewiinschten Ausdruck gelangen.

(B) = - 3 = Bilgase "

Z—k(4(1e°) +3(12¢°Y) + 2(12e%°Y) 4- 4(1e%°Y) 4- 2(6e*PY))
1
= 45 + 24€3¢ +12¢* 4 36¢* + 4
Zk(f)(e + 24e + 12e* + 36e~ + 4)
Vollsténdig geschrieben ergibt sich daher die folgende Formel fiir (B(¢), anhand welcher wir dessen Verlauf

und Grenzwert fiir verschwindende magnetische Bindung betrachten kénnen.

Jim (B(€) = %1_13% (B(§)

458 4 2438 4+ 12¢26 + 36€5 + 4
= 11m
-0 4e8¢ 4 12e3€ 4 6e2€ + 12e€ + 1
4+24412436+4

44124641241

16
— ~2.29
7
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Das Resultat fiir den Erwartungswert der besetzten Felder hitten wir auch erhalten, wenn wir rein aus
Betrachtung der Skizze in (a) fiir die Anzahl an besetzten Felder z; und der Permutationsanzahl a; den Erwar-
tungswert angesetzt hétten.

5 a;
<B> - ZZ?; ;i
A(1) + 3(12) + 2(12) + 1(4) + 2(6)

1+124+12+4+6
16
— ~2.29
7
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20. Gegeben sei eine Kette aus N Spins (0y,...,0x) mit o; = 1. Die Hamiltonfunktion
lautet

N N
Hgpj(0o1,...,0n) = —B E op—J g Oi0it1.
=1 =1

B und J geben jeweils die Wechselwirkung mit dem &ufleren Magnetfeld und zwischen be-
nachbarten Spins an. Die Randbedingungen seien periodisch mit oy = o7;.

(a) Zeige, dass die kanonische Zustandssumme fiir die nicht-wechselwirkende Kette mit
J =0 im duBleren Magnetfeld B gegeben ist durch Zg j—(3, N) = (2cosh SB)".

(b) Sei 7; = 00,11 das Produkt zweier benachbarter Spins. 7; ist also negativ, wenn
sich die benachbarten Spins o; und o;,; in der Richtung unterscheiden und sonst
positiv. Zeige, dass (o1,...,0n) und (o1,71,...,7y_1) dquivalente Koordinaten des
Konfigurationsraumes sind. D.h. es existiert eine bijektive Abbildung zwischen die-
sen Koordinaten. Verwende die Koordinaten 7;, um folgende Abschétzung fiir die
Zustandssumme Zp_¢ ;(3, N) der wechselwirkenden Spinkette ohne d&uerem Feld zu
zeigen:

e B etBJ
coshﬁJZJ’O(ﬁ’ N) < Zp=os(B,N) < WZJD(ﬁaN)'

(c) Zeige damit, dass die freie Energie pro Spin fp_o s(8, N) = Fp—0s(8, N)/N im ther-
modynamischen Limes fiir N — oo gegeben ist durch —37!log(2cosh 3J). Finde
danach den Limes von fg_¢ (8, N — oo) fiir T'— 0 und skizziere je eine mogliche
Konfiguration bei 7" = 0 fiir J > 0 und fiir J < 0.

Lésung:

(a) Fiir die nicht-wechselwirkende Kette mit J = 0 haben wir

N
Hp j—o(01,...,0n) = _Bzai- (1)
i=1
Die kanonische Zustandssumme ist gegben durch
Zpi=0(8,N) = Z e IHB.I=0T1N), (2)
{o}

wobei mit der Notation {0} gemeint ist, dass wir iiber alle méglichen Konfigurationen
der N Spins summieren. Symbolisch lédsst sich dies umscrheiben in

IED S WL IR

{c} o1=%1o02=%1 on==%1

Date: 15. Mai 2024.



Damit ergibt sich die Zustandssumme zu

Zp,5=0(8,N) = Z Z Z PP

o1=x109==+1 on==%1

_ Z ePBa1 Z ePBoz . Z ePBoN (3)

o1==*1 oo==+1 on==*1
N
SIS
i=1 o;,==%1

Da wir wissen, dass 2 cosh(z) = e* + e~ % ist, haben wir fiir die Zustandssumme

Zg j-0(B,N) H2cosh BB) = (2cosh(BB))" . (4)

(b) Um zu zeigen, dass es eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen diesen beiden Koo-
dinaten gibt, suchen wir die inverse Transformation

(0'1,’7'1,...,7']\[1) — (0'1,...,0']\[).

Da gilt, dass 0; = +1, haben wir die Identitit ¢? = 1. Damit ergibt sich die inverse
Transformation zu

09 = 0171, 03 = 017172, ey ON = 0171 """ TN—-1- (5)

Der Hamiltonian mit B = 0 lasst sich mit diesen Koordinaten umschreiben in
HB:[]7J(0-1,7_1 ,TN—1 __ngzaz-H (7’1+7’2—|- —|-7'N_1—|-UN(71). (6)

Der letzte Term ergibt sich aus den periodischen Randbedingungen. Durch Einsetzen
von oy aus Gleichung (5), ergibt sich

HB:O,J(Th-”;TNl) :—J(Tl+7'2+"'—|—TN_1—|—7'17'2"'TN_1), (7)

wobei wir hier verwendet haben, dass 02 = 1 ist. Die Zustandssumme ist also gegeben
durch

Zp—0s(B,N) Z e BHB=0,7(T1,0,TN 1)
{o1,7}

—9 E E E J(T14+Te+ TN 1+ TIT2 TN 1)
)

T1=%1 9=%1 TN_1=%1

(8)

wobei sich der Faktor 2 aus den zwei moglichen Zutdnden +1 von oy ergibt. Auf-
grund der periodischen Randbedingung und der resultierenden Kopplung zwischen
den einzelnen 7;, faktorisiert die Zustandssumme nun nicht mehr wie in Unterpunkt
(a), was eine analytische Behandlung erschwert.

Wir wollen nun aber eine Abschédtzung machen. Dafiir sehen wir uns den Kopp-
lungsterm an und erkennen, dass dieser entweder +1 sein kann. Mit einer ferroma-

gnetischen Kopplungskonstante J > 0, konnen wir die Zustandssumme nach unten
2



abschétzen indem wir das Produkt gleich —1 setzen. Aus Gleichung (8) ergibt sich

also
23 % 3D el < 2 (8, N)
T1=11 To=%1 TN_1=%1
- 9087 Z eBIm Z eBIme L Z ePITN-1 < ZB:O,J(B>N)
m=+1 To==1 TN-1=%1
o 2¢ 77 (2 cosh(@]))Nﬁ1 < Zp-0,s(8,N)
e8I

N -z N)< Zp_ N).
cosh(ﬁj) J70(/8, )_ B_O,J(ﬁ> )

Analog funktioniert die Abschétzung nach oben indem wir das Produkt gleich +1
setzen. Insgesamt ergibt sich das finale Resultat
AN <2 N (BN

L — < Zp_ < — : 9

COSh(BJ) J,O(ﬁu ) = B—O,J(ﬁ? ) I COSh(BJ) J,U(ﬁ? ) ( )
Die freie Energie ist gegeben durch Fp_q s (8,N) = —8 'log (Z5-0.4(8,N)). Wir
nehmen den Logarithmus der linken Seite der Abschitzung aus Gleichung (9) und
multiplizieren diesen zuséitzlich mit 1/8N, es folgt

ﬁLN (=57 = log (cosh(5.1)) +log (Z;0(8, N))] < ﬁLNlog (Z2B=0.4(8, N))
J 1 1 Fp_ N
N + AN log (cosh(5J)) — N log <(2 cosh (5J))N> > %

J o1 | Fg_oy (8, N

~ ,B_NIOg (cosh(BJ)) — Elog (2cosh (5J)) > %.

Wir machen nun das gleiche fiir die rechte Seite der Abschitzung und erhalten da-
durch
J 1 1 Fp_ N
¥ + N log (cosh(BJ)) — 3 log (2 cosh (BJ)) < %. (10)
Im thermodynamischen Limes, N — oo, ldsst sich unsere Abschétzung nun anschrei-
ben als

_%log@cosh (8J)) < lim M

Jim i < —%log (2cosh (B8J)) (11)

Wir sehen also, dass sich die freie Energie pro Spin im thermodynamischen Limes auf

Fp_ N
lll'Il B=0,J (67 )

Jim SEL BT i (B, N) = —~ log (2 cosh (8.)) (12)

B

konzentriert. Nun wollen wir uns noch den T" — 0, bzw.  — oo, Limes fiir diesen
Ausdruck untersuchen. Dafiir verwenden wir wieder die Identitét, dass cosh(z) =
(e” + e~*) /2 und schreiben

1

. . T L B8J —BJ

Blggo]\};r%ofB:O,J(ﬁ7N)_ ﬁlgnﬁlog(e +e ™). (13)
3



Fiir den Fall J > 0 und 8 — oo kénnen wir nun den Term e~/ innerhalb vom Loga-
rithmus vernachliissigen (Analog kénnen wir fiir J < 0 den Term e/ vernachlissigen).
Dadurch vereinfacht sich die Rechnung und es ergibt sich
1

lim i — N)=—lim — =—|J|. 14

dim lim fpo.s (8, N) = = Jim 251J] = =|J] (14)
Nun wollen wir noch mégliche Konfigurationen des Systems fiir den Grundzustand, 7' =
0 skizzieren. Fiir J > 0 wird die Energie des Systems, Gleichung (6), minimiert, indem
benachbarte Spins gleich orientiert sind. Fiir J < 0 wird eine anti-paralelle Orien-
tierung benachbarter Spins bevorzugt. Diese beiden Situationen sind Abbildung 1

skizziert.
(A) (B)

ABBILDUNG 1. Mogliche Konfiguration des Grundzustandes 7" = 0 fiir
den Fall einer ferromagnetischen Kopplung J > 0 (A) und einer anti-
ferromagnetischen Kopplung J < 0 (B).



