










Statistische Physik I

26. Gemischtvalenter Eisen(III) Komplex im Tight-Binding Modell

Wir betrachten einen Eisen(III) Komplex, bestehend aus zwei Fe3+ Ionen in einem elek-
trischen Feld der Stärke E , die sich ein zusätzliches Elektron e– teilen. Im Tight-Binding
Modell ist der Zustand des zusätzlichen Elektrons auf die Positionen 1 und 2 des ersten
beziehungsweise zweiten Fe Ions beschränkt. Das elektrische Feld sei positiv in Richtung
ÝÑ12 definiert. Der kinetische Energiebeitrag ´ℏ2∇2{2m wird durch den Beitrag ´J{2 ă 0
zwischen jenen Zuständen modelliert, zwischen denen ein Elektronentransfer stattfindet,
also

x1|ĤpEq|2y “ x2|ĤpEq|1y “ ´J{2.

Die elektrostatische Energie im elektrischen Feld hängt nur von der Elektronenposition ab

x1|ĤpEq|1y “ ´x2|ĤpEq|2y “ ´Ed{2.

(a) Schreiben Sie den Hamiltonoperator ĤpEq in der Basis B “ p|1y, |2yq als 2 ˆ 2 Matrix
und zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme ZKpβ, Eq “ trtexpr´βĤpEqsu

durch 2 coshpβγ{2q mit γ2 “ E2d2 ` J2 gegeben ist.
Hinweis: Sie brauchen nur die Eigenwerte einer Matrix für die Spurbildung.

(b) Finden Sie die freie Energie F pT, Eq als Funktion der Temperatur T und der elektri-
schen Feldstärke E . Zeigen Sie, dass sie für kleine elektrische Feldstärken gegeben ist
durch F pβ, 0q ´ tanhpβJ{2qE2d2{4J .

(c) Finden Sie den Erwartungswert xD̂yE des Dipoloperators D̂ “ ´d{2
`

´|1yx1|`|2yx2|
˘

als Funktion von Temperatur T und elektrischer Feldstärke E mithilfe der Methode
aus Aufgabe 18 als Ableitung BFλpβ, Eq{Bλ|λ“0 der freien Energie eines Systems mit
dem parametrisierten Hamiltonoperator ĤλpEq “ ĤpEq ` λD̂. Zeigen Sie, dass die
Polarisierbarkeit α “ limEÑ0xD̂yE{E durch tanhpβJ{2qd2{2J gegeben ist.

(a)

ĤpEq “
1
2

ˆ

´Ed ´J
´J Ed

˙

0 “ detpĤpEq ´ 1νq “ r´pE d

2 q2 ` ν2 ´
1
4J2s “ rν2 ´

1
4γ2s

ô ν1 “ ´

c

γ2

4 “ ´
γ

2 _ ν2 “
γ

2

Wir kennen nun die Eigenwerte und können mit diesen die Spur simpler berechnen.

ZKpβ, Eq “ trtexpr´βĤpEqsu “

2
ÿ

i“1
eβνi “ e

βγ
2 ` e´

βγ
2 “ 2 coshp

βγ

2 q

(b) Um die freie Energie für kleine Feldstärken zu berechnen, werden wir zuerst die gesamte
Funktion aufstellen und dann bei E “ 0 die Taylorentwicklung durchführen. Da der lineare
Term entfällt, brechen wir erst nach dem quadratischen Term ab. Folgende Relationen
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werden in der kommenden Rechnung oft gebraucht: Bγ
BE “ Ed2

γ und γ|E“0 “ J .

F pT, Eq “ ´kBT logpZKq “ ´kBT logp2 coshp
βγ

2 qq

B

BE

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E“0

F pT, Eq “ ´kBT tanhp
γ

2kBT
q

B

BE
γ

2kBT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E“0

“ ´ tanhp
γ

2kBT
q
Ed2

2γ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E“0

“ 0

B2

BE2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E“0

F pT, Eq “ ´
1

cosh2p
γ

2kBT q

Ed2

2γ

B

BE
γ

2kBT
´ tanhp

γ

2kBT
q
d22γ ´ Ed22Ed2

γ

4γ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E“0

“ ´
1

cosh2p
γ

2kBT q

1
2kBT

˜

Ed2

2γ

¸2

´ tanhp
γ

2kBT
q
d2pγ ´ E2d2

γ q

2γ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

E“0

“ ´ tanhp
J

2kBT
q

d2

2J

F pT, Eq “ F pT, 0q ´ tanhp
βJ

2 q
d2

2J

E2

2 ` OpE3q

(c) Da D̂ im Hamiltonoperator nur die Diagonalelemente mit dem selben Vorfaktor wie E
betrifft, können wir auch schreiben ĤλpEq “ ĤpEq ` λD̂ “ ĤpE ´ λq und für die freie
Energie folgt: Fλpβ, Eq “ F pβ, E ´ λq. Durch diese Überlegungen können wir mit dem
Ergebnis aus b) rasch α berechnen.

xD̂yE “
B

Bλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ“0

F pT, E ´ λq “ ´
B

BE
F pT, Eq “ tanhp

γ

2kBT
q
Ed2

2γ

α “ lim
EÑ0

xD̂yE{E “ lim
EÑ0

tanhp
βγ

2 q
Ed2

2γ

1
E

“ tanhp
βJ

2 q
d2

2J
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27. Der Hamiltonoperator eines Systems bestehend aus zwei unterscheidbaren und wechsel-

wirkenden Spins lautet Ĥ = −2J
ˆ⃗
S1 ·

ˆ⃗
S2 mit den Spin Vektor-Operatoren

ˆ⃗
Sn = (Ŝxn, Ŝyn, Ŝzn)

und

Ŝxn =
ℏ
2
(|↑n⟩⟨↓n|+ |↓n⟩⟨↑n|) , Ŝyn =

ℏ
2
(−i|↑n⟩⟨↓n|+ i|↓n⟩⟨↑n|) , Ŝzn =

ℏ
2
(|↑n⟩⟨↑n| − |↓n⟩⟨↓n|) .

(a) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator in der Basis B =
((
|↑1⟩|↓2⟩ − |↓1⟩|↑2⟩

)
/
√
2,(

|↑1⟩|↓2⟩+|↓1⟩|↑2⟩
)
/
√
2, |↑1⟩|↑2⟩, |↓1⟩|↓2⟩

)
diagonal ist. Wie heißen die Elemente dieser

Basis? Berechnen Sie in dieser Basis die (nicht-normierte) kanonische Dichtematrix

ρ̂ = exp{−βĤ} und verifizieren Sie, dass die kanonische Zustandssumme ZK(ξ) durch
3eξ + e−3ξ mit ξ = βℏ2J/2 gegeben ist.

(b) Finden Sie die Erwartungswerte ⟨ ˆ⃗S1⟩, ⟨
ˆ⃗
S2⟩ und ⟨ ˆ⃗S1 ·

ˆ⃗
S2⟩ abhängig von der Temperatur

T . Zeigen Sie, dass es zwar keine ausgezeichnete Richtung gibt und damit ⟨ ˆ⃗Sn⟩ = 0⃗,

sehr wohl aber eine Korrelation der Richtungen zwischen den Spins ⟨ ˆ⃗S1 ·
ˆ⃗
S2⟩, welche

gegeben ist durch ℏ2
4
(3eξ − 3e−3ξ)/ZK(ξ).

Lösung:

(a) Um den gegebenen Hamiltonian explizit anzuschreiben, müssen wir das folgende Ska-
larprodukt zwischen den Spin Vektor-Operatoren berechnen

S⃗1 · S⃗2 = Sx1Sx2 + Sy1Sy2 + Sz1Sz2. (1)

Für den ersten Term erhalten wir

Sx1Sx2 =
ℏ2

4
(|↑1↑2⟩⟨↓1↓2|+ |↓1↓2⟩⟨↑1↑2|+ |↑1↓2⟩⟨↓1↑2|+ |↓1↑2⟩⟨↑1↓2|) . (2)

Der zweite und dritte Term ergibt sicht zu

Sy1Sy2 =
ℏ2

4
(|↑1↓2⟩⟨↓1↑2|+ |↓1↑2⟩⟨↑1↓2| − |↑1↑2⟩⟨↓1↓2| − |↓1↓2⟩⟨↑1↑2|) ,

Sz1Sz2 =
ℏ2

4
(|↑1↑2⟩⟨↑1↑2|+ |↓1↓2⟩⟨↓1↓2| − |↑1↓2⟩⟨↑1↓2| − |↓1↑2⟩⟨↓1↑2|) .

(3)

Insgesamt ist der Hamiltonian also gegeben durch

H = −Jℏ2

2

[
|↑1↑2⟩⟨↑↑|+ |↓1↓2⟩⟨↓1↓2|+ 2|↑1↓2⟩⟨↓1↑2|+ 2|↓1↑2⟩⟨↑1↓2|

−|↑1↓2⟩⟨↑1↓2| − |↓1↑2⟩⟨↓1↑2|
]
.

(4)
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Wir definierien uns nun die in der Angabe gegebenen Basiselemente als

|s⟩ ≡ 1√
2
(|↑1↓2⟩ − |↓1↑2⟩) ,

|t1⟩ ≡ |↑1↑2⟩,

|t0⟩ ≡
1√
2
(|↑1↓2⟩+ |↓1↑2⟩) ,

|t−1⟩ ≡ |↓1↓2⟩.

(5)

Daraus können wir ablesen, dass

|↑1↓2⟩ =
1√
2
(|s⟩+ |t0⟩) ,

|↓1↑2⟩ =
1√
2
(|t0⟩ − |s⟩) .

(6)

Der in Gleichung (4) gegebene Hamiltonian kann nun umgeschrieben werden zu

H = −Jℏ2

2

[
|t1⟩⟨t1|+ |t−1⟩⟨t−1|+ |s⟩⟨t0| − |s⟩⟨s|+ |t0⟩⟨t0| − |t0⟩⟨s|+ |t0⟩⟨s|+ |t0⟩⟨t0|

−|s⟩⟨s| − |s⟩⟨t0| −
1

2
(|s⟩⟨s|+ |t0⟩⟨t0|+ |s⟩⟨t0|+ |t0⟩⟨s|)

−1

2
(|s⟩⟨s|+ |t0⟩⟨t0| − |s⟩⟨t0| − |t0⟩⟨s|)

]
.

(7)

Man erkennt, dass sich hier die nicht-diagonalen Terme wegkürzen und der Hamilto-
nian nun in Diagonalform geschrieben werden kann, nämlich

H = −Jℏ2

2

[
− 3|s⟩⟨s|+ |t1⟩⟨t1|+ |t0⟩⟨t0|+ |t−1⟩⟨t−1|

]
. (8)

Aus Gleichung (8) können nun auch leicht die Energien zu den jeweiligen Eigen-
zuständen abgelesen werden. Man hat

Es =
3Jℏ2

2
, für |s⟩ (9)

Et = −Jℏ2

2
, für |t1⟩, |t0⟩, |t−1⟩. (10)

Damit ergibt sich für die (nicht normierte) kanonische Dichtematrix

ρ = e−βH = e−βEs|s⟩⟨s|+ e−βEt (|t1⟩⟨t1|+ |t0⟩⟨t0|+ |t−1⟩⟨t−1|) . (11)

Für die kanonische Zustandsumme erhalten wir wiederum

ZK = tr
(
e−βH

)
= e−βEs + 3e−βEt . (12)

Mit der Abkürzung aus der Angabe erhalten wir schließlich

ZK(ξ) = e−3ξ + 3eξ. (13)
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(b) Die Erwartungswerte von S⃗1 und S⃗2 werden komponentenweise bestimmt. Dazu ver-
wenden wir, dass ⟨A⟩ = tr (Aρ), für einen beliebigen Operator A. Für Sxi ergibt sich
(hier wird mit der normierten Dichtematrix ρ gerechnet)

⟨Sxn⟩ =
1

ZK

tr

 ∑
i∈{s,t1,t0,t−1}

pi|i⟩⟨i|Sxn


=

1

ZK

∑
m

∑
i∈{s,t1,t0,t−1}

pi⟨m |i⟩⟨i|Sxn |m⟩

=
1

ZK

∑
i∈{s,t1,t0,t−1}

pi⟨i |Sxn |i⟩

=
1

ZK

∑
i∈{s,t1,t0,t−1}

pi⟨Sxn⟩i,

(14)

wobei n = 1, 2. Beispielsweise ergibt sich für den Erwartungswert von Sx1 mit Bezug
auf den Zustand |s⟩ folgendes

⟨Sx1⟩a =
1

2
(⟨↑1↓2| − ⟨↓1↑2|)Sx1 (|↑1↓2⟩ − |↓1↑2⟩)

=
1

2
(⟨↑1↓2 |Sx1 |↑1↓2⟩+ ⟨↓1↑2 |Sx1 |↓1↑2⟩ − ⟨↑1↓2 |Sx1 |↓1↑2⟩ − ⟨↓1↑2 |Sx1 |↑1↓2⟩)

= 0,

(15)

wobei benutzt wurde, dass ⟨↑2 |↓2⟩ = ⟨↓2 |↑2⟩ = 0. Beachte, dass Sx1 hier nur eine
Kurzschreibweise ist für Sx1 ≡ Sx ⊗ 12, wobei mit Sx der Spin-x Operator auf ein
einzelnes Teilchen gemeint ist (Einteilchenoperator).

Analog zur obigen Rechnung erhält man

⟨Sαn⟩b = ⟨Sαn⟩c = ⟨Sαn⟩d = 0, mit α = x, y. (16)

Daraus folgt zusammen mit Gleichung (14) sofort, dass

⟨Sxn⟩ = ⟨Syn⟩ = 0. (17)

Für den Spin Operator in z-Richtung erhält man

⟨Szn⟩b =
ℏ
2

⟨Szn⟩d = −ℏ
2
.

(18)

Da jedoch gilt, dass pb = pd = exp(ξ), folgt erneut aus Gleichung (14)

⟨Szn⟩ = 0. (19)

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass

⟨S⃗n⟩ = 0. (20)
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Für den Erwartungswert von ⟨S⃗1 · S⃗2⟩ verwenden wir, dass wir in Unterpunkt a)
bereits gezeigt haben, dass gilt

S⃗1 · S⃗2 =
ℏ2

4
[−3|s⟩⟨s|+ |t1⟩⟨t1|+ |t0⟩⟨t0|+ |t−1⟩⟨t−1|] . (21)

Aus Gleichung (14) ergibt sich der Erwartungswert damit zu

⟨S⃗1 · S⃗2⟩ =
1

ZK

ℏ2

4

[
3eξ − 3e−3ξ

]
. (22)
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