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26. Gemischtvalenter Eisen(III) Komplex im Tight-Binding Modell

Wir betrachten einen Eisen(IIT) Komplex, bestehend aus zwei Fe*™ Ionen in einem elek-
trischen Feld der Stérke &£, die sich ein zusétzliches Elektron e~ teilen. Im Tight-Binding
Modell ist der Zustand des zusétzlichen Elektrons auf die Positionen 1 und 2 des ersten
beziehungsweise zweiten Fe Ions beschrankt. Das elektrische Feld sei positiv in Richtung
12 definiert. Der kinetische Energicbeitrag —h?V?/2m wird durch den Beitrag —.J/2 < 0
zwischen jenen Zustinden modelliert, zwischen denen ein Elektronentransfer stattfindet,
also . .
Al E)2) = CIAE)LY = —J /2.

Die elektrostatische Energie im elektrischen Feld hingt nur von der Elektronenposition ab
CLH(E)L) = —QIH(E)[2) = —€d/2.

(a) Schreiben Sie den Hamiltonoperator H(£) in der Basis B = (|1), |2)) als 2 x 2 Matrix
und zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme Zg(8,E) = tr{exp[—8H(E)]}
durch 2 cosh(B7/2) mit v2 = £2d? + J? gegeben ist.

Hinweis: Sie brauchen nur die Eigenwerte einer Matrix fiir die Spurbildung.

(b) Finden Sie die freie Energie F(T,£) als Funktion der Temperatur 7" und der elektri-
schen Feldstéarke £. Zeigen Sie, dass sie fiir kleine elektrische Feldstérken gegeben ist
durch F(3,0) — tanh(5J/2)E%2d? /4.

(c) Finden Sie den Erwartungswert (D)g des Dipoloperators D = —d/2(—|1)(1|+|2)(2])
als Funktion von Temperatur T und elektrischer Feldstarke £ mithilfe der Methode
aus Aufgabe 18 als Ableitung 0F (53, E)/0\|a=o der freien Energie eines Systems mit
dem parametrisierten Hamiltonoperator Hy(€) = H(E) + AD. Zeigen Sie, dass die
Polarisierbarkeit o = limg_,o(D)¢/E durch tanh(3.J/2)d?/2.J gegeben ist.

A d 1 1
0 = det(H(€) — 1v) = [—(55)2 +v? - ZJQ] = [ - 1’72]
2
<>V = — ’YZ:—% \V 1/22%

Wir kennen nun die Eigenwerte und kénnen mit diesen die Spur simpler berechnen.

Zx(8,€) = tr{exp[-BH(E)]} = Z i—e7 ye 2 = 2cosh(62—7)

(b) Um die freie Energie fiir kleine Feldstarken zu berechnen, werden wir zuerst die gesamte
Funktion aufstellen und dann bei £ = 0 die Taylorentwicklung durchfithren. Da der lineare
Term entféllt, brechen wir erst nach dem quadratischen Term ab. Folgende Relationen
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werden in der kommenden Rechnung oft gebraucht: 3 67 = ETdQ und y|g—o = J.
_ _ By
F(T,&) = —kpTlog(Zk) = —kpT log(2 cosh( )
0 o v v Ed?
— F(T,E) = —kgT tanh = —tanh -— =
G|, (T.€) = ~kpT tan (ZkBT) 08 2kpT |, ) oy |
i 1 Ed® 8 d22y — Ed22EL
— F(T,¢) = 27 7 — tanh( 7 4
0E? 0 cosh”(g5tr) 27 o0& QkBT 2kpT 42 o
=— ! ! 87(12 — tanh( 1 >d2(7 — #)
cosh? (L7 ) 2kBT \ 2y 2kpT 22 o
d2
= ~tanh(5 T35
B BJ . d* &2 3
F(T,€) = F(T,0) tanh(2)2J2 +0(&?)

(c) Da D im Hamiltonoperator nur die Diagonalelemente mit dem selben Vorfaktor wie £
betrifft, kénnen wir auch schreiben Hy(£) = H(E) + AD = H(E — A) und fiir die freie
Energie folgt: F)\(3,€) = F(B8,€ — \). Durch diese Uberlegungen kénnen wir mit dem
Ergebnis aus b) rasch a berechnen.

AL O 0 B v Ed?
B B By Ed* 1 BJ . d?
a= hm<D>g/8 hrn tanh( 5 )— > € taunh(—2 )—QJ
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27. Der Hamiltonoperator eines Systems bestehend aus zwei unterscheidbaren und wechsel-
wirkenden Spins lautet H=-2J] 5‘1-5‘2 mit den Spin Vektor-Operatoren 5,,, = (SY,L.,,/, S‘ym S‘Z”)

und
Son = Z(I%Xin\ H 1a)(Tnl) s Syn = 5 (=ilta){dnl + i)l s Sen = 5 (Ta)(Tal = Naddal) -

(a) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator in der Basis B = ((|T1)[{2) — [41)[12))/V2,

(1) )+ 4 [12)) /V2, [11)[12), [41)[42)) diagonal ist. Wie heifien die Elemente dieser
Basis? Berechnen Sie in dieser Basis die (nicht-normierte) kanonische Dichtematrix

h _h
2

p = exp{— ﬁlﬁl } und verifizieren Sie, dass die kanonische Zustandssumme Zk () durch
3et + e3¢ mit £ = Bh2J/2 gegeben ist.

(b) Finden Sie die Erwartungswerte (S;), (S3) und (S, - S,) abhéingig von der Temperatur
T'. Zeigen Sie, dass es zwar keine ausgezeichnete Richtung gibt und damit <§n) =0,

sehr wohl aber eine Korrelation der Richtungen zwischen den Spins <§1 . 5*2}? welche
gegeben ist durch %(36é —3e738) ) Zx (€).

Lésung:

(a) Um den gegebenen Hamiltonian explizit anzuschreiben, miissen wir das folgende Ska-
larprodukt zwischen den Spin Vektor-Operatoren berechnen

Sy - Sy = 5315 4+ S8, + 51520 (1)
Fiir den ersten Term erhalten wir

h2
Sz1Sz2 = T ([Tte){dadel + Nado) (Tl + [Tida){a el + [aT2)(Tid2]) - (2)

Der zweite und dritte Term ergibt sicht zu
h2
Sy1Sy2 = 1 ([Tda){da el + a2 (Tidel = [T1ite)ade] — Hade)(Tite]),
h2
S.15:0 = T ([T t2) (T2l + Nada)ade] = [Tide)(Tide] — [Jate){JiT2]) -

Insgesamt ist der Hamiltonian also gegeben durch

Jh?
H= 5 [T t2) (M + Hada)(dadal + 2T 1de)(ata] + 2[Late)(T1ls]

_|T1~L2><T1~L2| - |~L1T2><~L1T2|] .

Date: 13. Juni 2024.



Wir definierien uns nun die in der Angabe gegebenen Basiselemente als

(\le) [41t2))
T2),
(|T1$2> + [4112))
J2).

|s

|t

Ck

Ito

It

)
)
)
)

*S

Daraus konnen wir ablesen, dass

1
1T1d2) = E (Is) + Ito)) ,

1 ©)
[b1t2) = 7 ([to) = [s)) -

Der in Gleichung (4) gegebene Hamiltonian kann nun umgeschrieben werden zu

H= —J—hQ[Itﬁ(fl! + [t-1){-a] + [s){to] = [5)(s| + [to)(to| — [to)(s] + [to){s] + |to){to]

~Js)s| — Is)tol — 5 (15| + lto)tol + [shitol + lro)s) @
5 (s + ltotol — Is)itol — tobsl) ]

Man erkennt, dass sich hier die nicht-diagonalen Terme wegkiirzen und der Hamilto-
nian nun in Diagonalform geschrieben werden kann, namlich

H= _%[ 3ls)(s| + [t )(ta| + [to)tol + [t—1)(t-1]]- ®)

Aus Gleichung (8) konnen nun auch leicht die Energien zu den jeweiligen Eigen-
zustédnden abgelesen werden. Man hat

3Jh?
2 Y
JR?

Et = —T, fur |t1>, |t0>, |t,1>. (10)

Damit ergibt sich fiir die (nicht normierte) kanonische Dichtematrix
p=e M =P s)(s| + e P ([t){te] + |to){to] + [t_1){t-1]) - (11)
Fir die kanonische Zustandsumme erhalten wir wiederum

Zyx = tr (e PM) = e P 4 3e77F1, (12)

E, =

fiir |s) 9)

Mit der Abkiirzung aus der Angabe erhalten wir schliellich

Zx (&) = e % 4 3¢t (13)
2



(b) Die Erwartungswerte von Si und S, werden komponentenweise bestimmt. Dazu ver-
wenden wir, dass (A) = tr (Ap), fiir einen beliebigen Operator A. Fiir S,; ergibt sich
(hier wird mit der normierten Dichtematrix p gerechnet)

Sen) = —tr [ 3 plidilSn

- Z
K ie{s7t1,t0,t_1}

— 3 Y mli)ilSelm)

m ie{s,t1,to,t—1} (14>

1 ) .
= Z_K Z Pi{i| Sen | 1)
1

i€{s,t1,to,t—1}

=7 2 pilSm)s

K .
i€{s,t1,to,t—1}

wobei n = 1, 2. Beispielsweise ergibt sich fiir den Erwartungswert von S, mit Bezug
auf den Zustand |s) folgendes

1

(Se)a = 5 ((Tide] = (a2l) Sar (ITada) = [aT2))
1

= 2 ((PudalSarl Puda) + (] Sea Hat) = (ol Sa | ita) = (ol Sua [ 1ada)) (1P

=0

wobei benutzt wurde, dass (T2|l2) = (J2]|T2) = 0. Beachte, dass S,; hier nur eine
Kurzschreibweise ist fiir S,; = S, ® 15, wobei mit S, der Spin-z Operator auf ein
einzelnes Teilchen gemeint ist (Einteilchenoperator).

Analog zur obigen Rechnung erhélt man

(San)b = (San)e = (San)a =0, mit «a=uz,y. (16)
Daraus folgt zusammen mit Gleichung (14) sofort, dass
(San) = <Syn> =0. (17)
Fiir den Spin Operator in z-Richtung erhélt man
h
<Szn>b = 5
\ (18)

Da jedoch gilt, dass p, = pg = exp(§), folgt erneut aus Gleichung (14)
(S.n) = 0. (19)
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass

<§n> =0. (20)
3



Fiir den Erwartungswert von (S - S5) verwenden wir, dass wir in Unterpunkt a)

bereits gezeigt haben, dass gilt
2

51 . §2 = hz [—3|S><S’ + ’t1><t1| + |t0><t0| + |t_1><t_1|] .

Aus Gleichung (14) ergibt sich der Erwartungswert damit zu

(S) - S) = R [3¢€ — 3¢7%]
1 2 T 4 .

(21)

(22)
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28 Hubbard Modell — Computeraufgabe

Wir erweitern das Tight-Binding Modell um ein Elektron. Um die Ununterscheidbarkeit und den
Spin-Freiheitsgrad der beiden Elektronen zu beriicksichtigen, schreiben wir nicht den Zustand der
einzelnen Elektronen an, sondern geben die Besetzung n;, € {0, 1} der moglichen Zusténde an.
Die Zahl n;, bezeichnet die Besetzung des i-ten Platzes mit einem Elektron mit Spin o € {1, |}.
Die Zusténde eines Systems mit zwei Platzen werden daher mit |n11,n1),n2t,n2)) bezeichnet.
Der Zustand mit einem up-Elektron auf Platz 1 und einem down-Elektron auf Platz 2 lautet zum
Beispiel [1001).

Wir betrachten das kanonische Ensemble mit einem up-Elektron und einem down Elektron. Be-
finden sich ein up-Elektron und ein down-Elektron am selben Platz ergibt sich eine positive elek-
trostatische AbstofSungsenergie 2U:

(1100| Hy|1100) = 2U.

Wie im Tight-Binding Modell, wird der kinetische Energiebeitrag —h?V?2/2m durch den Beitrag
—.J/2 < 0 zwischen jenen Zustinden dargestellt, die sich in genau einem Elektron und einem Platz,
nicht aber im Spin unterscheiden:

(1001|Ho|1100) = —(0110|Ho[1100) = —.J /2.

Die unterschiedlichen Vorzeichen kommen von den fermionischen Antikommutatorrelationen. Die
restlichen nicht-verschwindenden Elemente von Hy ergeben sich durch Vertauschung der Pléitze 1
und 2 sowie durch konjugierte Transposition.

(a) Stellen Sie den Hamiltonoperator H, ohne iuferes elektrisches Feld in der Basis B =
(|1100), [1001), |0110), |0011)) als 4 x 4 Matrix dar und identifizieren Sie alle 10 nicht-ver-

schwindenden Elemente von H.
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(b) Finden Sie die Eigenwerte von H, und zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme Zx
durch e U= 4 1 4 ¢ BRU) 4 ¢=BU+Y) mit 42 = U2 + J? gegeben ist.

\A/lw“tn A(ft\‘-

eigenvalues

@ Enlarge | ¥ Data | @ Customize | A Plain Text

Results

[# Step-by-step solution

Corresponding eigenvectors
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berechnen,

Mom |A‘¢.om J“t E{}euwu«"z ruch b\'o.'.nlth'n

mittels 'P\.L.\l:.l»‘ﬂeil'ﬂ'rau#crn&*"'n/ Givens Rotation
6. p(eu..,m) odenr J.‘n(;& wu'" o(em L-p.f(ue'ul.e..

C\?:I' Ae“ (H. "2-;1‘)-

2.5

(stebie
E y\"wfokluhjs.‘ A{' 2

— - pﬁ‘ = e

2w = Te (") Leile
1) €§ 111000, 120097, Foredlss
\0410), 100~ 3 Mm wag

oo |y = T <l 2 eyl =

1 eg..3 9= v .
E.‘,unu"- voe Ho W A

b P = ‘PA'J -
=y S ¢ ixilyy = L€ <Gl
v: 1 (normo“bt)

91 Wef..d
N uallst. Sas.‘»ﬂ'

- - -0 (Ve
N+ PO s P ’) 4 e e(

-
-



